REMARQUES

SUR UN BEAU RAPPORT ENTRE LES$ SE-
RIES DES PUISSANCES TANT DIRECTES QUE
RECIPROQUES,

rpar M. . EULER °)

.
I ¢ rapport, que je me propofe de développer ici, regarde les
fommes de ces deux {Eries infinics générales:

Q@ - 1"—2"+ " =4+ " =6+ 7™ — 8" + &
I 1 1 ' 1 T 1 1

J = I'_2"+3' 4}"+j- En“l..?- En+&:'
dont la premiere contient toutes les puiffances pofitives oudiretes des
nombres naturels, d'un expofant quelconque m, & l'aurre les puiflan-
ces négatives ou réciprogues des mémes nombres naturels, d'un ex-
pofant aufli quelconque #, en failant varier alternativement les fignes
des rermes de l'une & de I'autre {éric.  Mon bur principal eft donc de
faire voir, que, guoique ces deux (éries foient d'une nature toutd faic
différente, leurs [ommes (e rrouvent pourtant dans un trés beau rapport
entr’elles; de forte que, fi Mon éroit en érar d'alligner en général la
fomme de I'une de ces deux elpeces, on en pourroit déduire la fomme
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de l'autre efpece. Ou bien je ferai voir, qu'en connoiffant la fomme
de la premiere (érie pour un expofant quelconque m, on en peut tou-
jours dérerminer la fomme de l'autre fric pour 'expolant # == m + 1.
Certe remarque me paroit d'autant plus importante, qu'elle n'elt en-
core fondée que fur une induétion, mais que je porterai 4 un rel de-
gré de certitude, qu'on la pourra regarder comme trés rigourcufe-
ment démontrée,

2. Pour les (Zriesde 1a premiere elpece, puisque leurs termes de-
viennent de plus en plus grands, il elt bien vrai qu'on ne fauroit (&
former une julte idée de leur fomme, tandisqu’on enrend par lomine
une telle valeur, de laquelle on approche d'aurant plus, plus on raf-
fenble de termes de laférie altuellement. Ainfi, quand on dir que
la fomme de cerre férie 1 — 2 + 3 — 4 + 5§ — 6 &e eft i,
cela doit paroirre bien paradoxe, puisqu’en raffemblant 1 0o termes de
cetre [érie, on trouve — §o: or la {fomme de 101 rermes donne
~— 51, lefguelies valeurs {unt bien différentes de §, & le devien-
nent encore beaucoup plus, quand on multplie l¢ nombre des rer-
mes, Mais )'al déji remarqué dansune autre occafion, qu’il faur dunner
au mot de fGmme une fignification plus ¢rendue, & entendre par ld une
fraftion, ou autre exprellion analyiique, laguelle érant développée fe-
lon les principes de Uanaly e produife la méme (Grie donr on cherche
la fomme. Apris avoir éuabli certe fignification, il n'cit plus dourenx
que¢ la fomme de cente frie 1 — 2 4+ 3 — 4 + &e foit — &,
puifqu'elle nair de I'évolution de certe formule EHI_-FIT}_’ , cont la va-
Jeur eft inconteftablement %.. La chofe deviendra plus cliire en con-
fidéranc certe férie plus générale:

I —2x + 3x — gx? 4 sx*t -~ 6x* + &e
qui réfulte en développant cetre formule L—I_I-—I‘)—i, i laqucile dene cet-

te [Erie elt effetivement égale, & partant aufli dans le cas ol v —

—_— T

3. On
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3. On comprend aillment que le calcul différentiel nous four-
nit un moyen fort 2i(€ de rrouver les {ommes de ces {ortes de fEries;
& on en tire les fommadons fuivantes:

P — &+ 3 — a3 &l:.:l“—;“‘ 3
=3
1
1—2x 4+ 3x% —4x° 4+ &e = (14=a)?
: —
1—=2% 1 3%t —gtad o Ko = {t*"t--l‘;_’:
I =—
1—2dx 4 38x2—g%x3 4 &e. = {:ﬂiifr,
— a3
ey SRR,
I—26x+ 66xr—a6x5+ v
il e it e ;I e i
1—2%x 4 3022 — 407 &e, — T—§7x 4 302rax—jzoz2x?t f'..-'a-i‘-‘"’—..t'”
&e. (1 == x)7

d'ot I'on tire pour les féries de notre premiere efpece, en prenant
x == 1, les fommes (uivantes:

1 — 2% 4 3° — 4° + 59 — 69 4 &= 1L

i o Tama S ol 6 —=&e =

I—t’+3=*—4“+55*—-5’+&u.: e

1 — 2% 4 37 =37 4 57— 6 & = —

} — 3% 4 3t — 4 L o5t — 6t L 8= o

b —2f 438 — 40 4 g3 — 6% 4 e = + 4§

1 —2% £ 3% — 4% + g9 =69 F &= o

1 — 27 § 37 — 47" 4 57 = 6T & & = —}13

1 — 2% £ 3% — 4% 4 ¢ — 6% $-&e. = o .

1 — 2% + 37 —4° +5° — 6 + & = + §2if &
Lj 4- Des
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4. Des (éries de 'autre efpece 3 on n'a connu aurrefois que
colle ducas # == 1, oude celle-ci
1 — & - % 313 4 &
dont la fomme eft /2, julques i ce que j'ai trouvé la fomme de la f&-
rie réciproque des quarrés, & enfuite de tourcs les aurres puiflances

paires: ayant demontré que les fommes de toutes ces {éries dépen-
dent du rapport de la circonférence d'un cercle 7 4 fon diamerre 1.

Car fuppofant les [ommes de ces {Eries jai trouvé

ik + & — Ax* |A—§,

1+ + &e. = Bxt B A7,

I+ 4+ &, — Cx° [C—#$AB,

)=

|

s
o g

3
e ; + — + & = D#* ID=$AC + 3B,

Exte|E—= # AD 4 4 BC,

=1
-4
B | =
o
=
o
+
_l,_,.
=
(1)
I

e, &e.

d'ol je conclus pour les {érics de notre feconde efpece, en faifant va-
rier alternativement les fignes
r 1 I 1 2 — 1

I iy
immta -t Ta = A
I | I I I _2_-1..._1
R Ik A i T
1 I 1 T 1 s BP=g
s g Bopeme R T ge SRS SO

I_



1 1 1 i 1 ___:?—-I "
ettt e tle=—0
1 1 1 T I e B
I'_=1n+3:n—41n+’li-£lﬂ+&c"-“‘ - D E=
1 I 1 I I LR |
I_¢r=+3|:“41=+5:="‘5|= + &e. = T
Gee.

Or, pour les cas ot # eft un nombre impair, toures mes recherches
pour en trouver les fommes, ont éré inoriles julgues ici. Cependant
il elt cerrain qu'elles ne dépendent point d'une maniere femblable des
puillanees pareilles du nombre a.  Peur- éire que les réflexions fui-

vantes y répandront quelque jour.

5. Puoisque les nombres A, B, C, D, &c. font de la dernie-
re importance dans ce fujet, je les mettrai ici aufli loin, que je les
ai calculés,

2%, 1
= 1.3.3°
2%, 1
B = Xedive 5 §id
c — 2*. 1
SR (e
D . a9, 3
2. . 0.8
2%, g
S 11. 3°
s 270, 691
¥ 13. 105"
G - i'l- gs

1.2 . . 15.1° H—=
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at4, 361y

1.2 .. 1%, If'
2'7. 43867
I.2 .. I9. 21
213, 1222277
Yo% in 21, 55"

2% 854513

1.2 . d3.9"

2%*2, 1181820455

: - TSN :5_:73’
2*4. 76977927

1.2 . . ¢=;.r.|'l

2% 23749461029

1.2 . + . 29.0%"
2%% 8615841276008
YeZ s & o 31.;;’
__ 23° 84802531453387
= L2 - s « F5E5"
232, go21907504283%
.2 . «» « « 375 3'

o 7
(]

1!

R

6. Or celt aufli de ces mémes nombres A, B, C, D, &e.
que dépend la fommation des (¢ries de la.premiere elpece © dans les
cas, ol l'expofint = eft un nombre impair, ayant déji vu que,
lorsque cer expolant eft un nombre pair, la fomme devient ¢grale 4 zé-
ro. Maisil faut employer une méthode toute particuliere pour dé-
montrer cetre harmonie.  Pour cet effer, il faur recourir 4 la méthode

générale que jai donnée autrefois pour déterminer les fommes des
{Erics
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{éries par leurs termes généraux,  Soit donc X une fonftion quel-
conque de x, rcpn.ﬂ:mé-: en forte X = f: x, & confidérons cette
{érie -:ummuéa a I'infini

Fiabfi(et Q)4 (rp2a) b f: (4 300 4 (v 4 40) 4 &
dont les termes fuivans foyent de {emblables fonctions de x —— &,

X == 20, ¥ ~4- za, &c & pofons la (omme de certe fCrie

— S, qui érant aufii une fonction de x, filon y met ¥ —4— o au
heu d-. x, d'ol elle devient

adS a*ddS a3d'S atd4S
S g e N gl T Nk el
cette expreflion fera la fomme de la [Erie
Firta) +F abaa) £ (b 30) £ (v 4 40) 4 &
& partant égaled 5 — f: ¥ = S — X, de forte que
adS | addds | addS atdts
1de | L.2dx* | n2.3dx% 0 L.2.3.4dx% ]

Or de cette équation on trouve par la méthode que jai expofée
ailleurs

—

&,

. = . aAdX  o'BdX  asCdX
S_—:fhif:‘l'u*x'"";;;' _..:3:4'-_.1:'-‘-_ 2,#1#:‘ +5EC.
ol A, B, C, &c. marquent les mémes nombres que je viens de dé-
velopper: de forte que par ce moyen on parvient d la fomme cher-

chée S, tant par la formule intégrale f Xdx, que par les différenticls
de tour ordre de la fonétion X.

=. Maintenant, pour obtenir la variation des fignes, au lien
de & écrivons 2« pour avoir cette fommation:
Fix 4+ f:(x420) +fi (x4 40) + & == = [Xdx $§X
eAdr 'BdX  oasCdsX
= T dx? T T dxs + &,
Mim. de I'Acad, Tom, XVIL M da
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du double de laquelle 6rons la fErie précédente, & nous aurons
fr—=filxt+a)+fi(x 4 20)—fi(x 4+ 30) 4 fi(xr + 40) — &e.
—_X (2*—1)aAdX | (2*—1)e’BLPX  (2°—1)asCd*X
TR adx 23403 23dx3

ol le membre, qui renfermoit l'intégrale /XdJx, eft difparu.  Po-
fons maintenant, pour apprecher d'avantage de notre bur f: x —
— x™; & nous aurons la fomme de la {éxie (ivante:

A" — (x4 a)® 4 (rt2a)" —(r+30)™ 4 (2 + ga)™ — &e. =

w2 =DmaA™ T (at—=1)m(m—1) (m—2)a’Ba"

+&e.

%4“ 2 + ad
- (29 = 1) m (m—1) (m—2) (m—3) (m—4) a5 O™t
55
(28—1)m(m—1) fm—njfm—g}fm—q,}fm—g}fm_ﬁ}m?Dxﬂ‘j
i 37 3
&e.

gui ne renfermera qu'un nombre déterminé de termes, toutes les fois
que I'expofant » eft un nombre entier pofitif. Donc, pofanta — 1,
nous aurons pour nos féries de la premiere efpece ©.

amin (e )" 4 (2 42)" = ()" (D" — (r 5)" 4 &e. =

e m—i , m(m—1) (m—2) -3
fre— - Gt-nArT g ==t (at e )BT

mln=1) (=2 (W =3 ("= (10 _ \y 0 s

i a. 2. 2. s -
] e 1) (m—2)(m—3)(m—4) fn:_j}(m— 5)(1 '—1) D™,
a, 1. - 2. Z. San <
&e.
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8. A préfent nous n’avons qu'i fuppofer ¥ — 1, pour
avoir en général la fomme de toutes nos féries de la premiere elpe-
¢e ®: mais nous la trouverons encore plus sifément en fuppofant
¥ — o, d'ol nous tirerons la fomme de cette férie

G e I A e g e g e RN e N e

qui n'eft que la négative de celle que nous cherchons, Or, pofapt
x — o, tousles nombres qui compofent la fomme évanouiflent a
I'exception d'un feul; ol l'expofant de x zéro, ce qui n'arrive que
dans les cas ot m elt un nombre impair; car, quand il eft pair, rous
les membres & partant aulli la fomme de la {Erie (& réduic 4 rien,
Donc, prenant négativement ces fommes, nous trouverons comme
il fuic.

m—o |[I -1 + 1 —=141—=& — }
-
L | :-—=+3-—4-[-s-5+&c.:+:(i;ﬂﬁ.

m—z2 |1—23 .} 33— 4% 4 §2—=6% 4 &c. —o,
~%__

m—4 |1—2*+ 3t —4* 4 5V — 64 L &e. o,
Mm% 1—15.1- 35_45_1_51_51'.*&.:1:.*_1.:“'+._£_._

m=6 [1—29+3°—4°+59—6%+ & = o,

_. (2°—1)
m==7 I—-i?-l-3’—-4?-I-_','T-—ﬁ"-f-&t.._—l.:..?.——:;-—ﬂl
m—g [1—2°+ 3%°—4° +35°— 6% L &e. = o,

or— : ‘(28 0—1)
—g [1—2° 4 3P =42 } §%2— 6° +ﬂ.c.:+l.1..g.T.

m:m (=2t u_l_g :n__q_a ﬂ_i_ § :n_'5: n+'&5¢:ﬂ,
&e.

M 2 . Quand
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Quand on développe ces fommes, on les trouve les mémes que cel-
les que j'ai rapportées ci-deflus §. 3. mais & préfent on voit leur liai-

fon avec les lettres A, B, C, &e.

9. Divifons ces ftries de la premiere efpece © chacune par
celle de la fecande efpece D, qui renferme le méme nombre de la
progre(lion A, B, C, D, &c. pour cn tirer les équations fuivantes.

1—243—4+s—6+& _  1(2*—1)

¥ % % L% % T U a=na?’
1_21‘1'3:_4:'[";""‘6}""&‘-*
y—22t 37 —43 453 —6%+8&c o

4

$ .2 1 .o 1
A ] ;B'H4a+$:_53+&c'
=233 —43 453 =674 &e . 1.2.3(2%—1)

X .2 1 . 1 - (23=—1)m% ’
I-—F-I-;;—E FHF*{-&G
]1—:*..!..34'_.4*.].;'1_.5"_'_&:' o

I_l_.l..il._._..i_ ‘!"‘—'I—'i'&f.

r 1 1 1 I = 25—y g9 !
St oEtee Y
]_ﬂﬂ+gﬁ_4ﬂ+5#_5§+&:r-

I 1 1  § 1 s Oy
—_——t———4———+ &

]‘ 2!‘ 33- 4; i= ﬁr‘t- -
1=—27 437 =47 +57—067+ & 1.2 . . 7(2'=—1)

1 1 1 1 1 = 27 =g y® !

l-;‘.“f'?—;;-l-i—.—;ﬁ—,-i-&:. ( )
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1t } 3% =484 5% — 6% 4 &e |

—3

o, 1 1 I 1
IH-;;TE;—F‘I'F-*E:+&E-
I-: - 5{3'&_1-}
(22=—1)mt® ’

1—3? 43040 450 — 6" &

—_—

I 1 I H I }
L= + = + r:_ﬁ:u'fﬁc‘

[ Lg _5 o *; L= j
&e.
Or I'équation qui précéde celles-ci, fera

1 — 1 -1 S S 1 4+ & _ ot
1 — 34+t — 3t — A & T 2/’

dont la liaifon avec les fuivantes eft entierement cachée.

ro. Or la confidération de ces équations me conduit & cetic

formule générale:

I == 2%l ___I_ 31--: =3 4n-l + F:-r -_— Eu-t ._I_ &e. -
I . 1 I 1 I -
2" U 3" & 5 Ty —+ &e.

N B33 (m — 1) (2% — 1)

{z‘h-l N l} ™

ol tout revient & dérerminer jultement le coefficient W & I'égard de
Vexpofant 7.  Pour cet cifer confidérons les valeurs de ce coeflicient

I, quirépondent i chacun des expofans #, que je viens d'examiner:

= 2, 3, 4, $5 6; 7, 8, 9, 10 &«

'H +1, ©,=I, 0,1, 0,—1, 0, +1 &
& puifgue toutes les fois que # el un nombre impair, la lertre N doit
évanouir, & que pour les cas w — 4¢ —~ 2z, il faur qu'il foit
N — —— 1, mas pour lescas # == 47, il deviemt N = — 1,
il eft évident qu’on frisfait & ces conditions en fuppofent N — —
M 3 col.

o

F v
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col. —. Par cette raifon je hazarderai la comjefure firvante, que

quelque foit lexpofant #, cette équation air toujours lieu:

[ = -] + al-l — q_n-l = ji-l — Rl + &e. :
I — 2°% = 3" = 4" = = 6" = &e T

—_—1.2.% .. I:r.'__-- 1) (2* — 1) o 1_:1:.-'

(2%t — 1) =" 2

Cette conjecture paroitra fans doute fort hardie, mais puifu’el-
le eft d'accord avec les cas, ol # elt un nombre entier pofitif plus
grand que Punité, je prouverai fon accord avec la vérité premiere-
ment pour le cas # — 1, &enfuite # == o- Aprés cela je ferai
voir, que fi cette conjeéture eft fondée pour les cas ol # elt unnom-
bre pofitif, elle le fera aufli, quand » elt un nombre négatif; & enfin
je développerai aulli quelques cas, ol l'on donne & # une valeur
rompue.

11. Soit donc dabord # — 1, pour avoir cette forme
{ —1 4+ 1 — 141 —1 4 &«
1 —ft+F—F+F— -+ &

dont nous ﬁvnns

1
que la valeur eft — T7.5 Of norre expreflion donne pour ce cas

fo2ee. (B — 1) == 1, 2" 1 — 1, #* = m, mais les

_ na : y
deux autres parties cofl — & 2™' — 1, évanouiffent I'une &

L

Paurre.  Clelt pourquoi je repréfente enforte la valeur, que notre
conjecture fournit pour ce cas:

naw
cof. —

T avle—

ol
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ol il s'agit de déterminer la valeur de la fraétion prTe _2 =5 dans le

cas # — 1, ol le numérareur & le dénominateur évanouiffent. Confi-
dérons donc la letire » comme variable, & puifgue le différentiel

adn nx ) "
do numérateur elt — — fin —, & celui du dénominateur —
2 2

a1 dnlz, notre fraftion pour ce cas fera la méme que celle. cy

- :I., nT
T in T ‘ . i | .
T P pofant # = r fe réduir 4 celle-cy — ==
de f{orte que la valeur que nous cherchons fera:

nw
col, —
T

I z
. —"I"m:

- bl |

tout comme il elt clair de foi-méme,  Notre conjefture ayant done
aufli lieu por le cas # == 1, qui paroiffoit d’abord s'écarter enticre-
ment de la loi des cas fuivans, ceft déji une preuve trés forte pour la
vérité de cette conjefture; & puisqu’il femble impoflible qu'une fauf*
{e fuppofition ait pu [outenir cetre épreuve, on pourroit déji regarder
notre conjedture comme rrés (olidemenr érablie: mais je m'en vai ap-
porter encore d'autres preuves également convaincantes.

12. Soit 4 préfent # = o, pour avoir cerre forme
I § =% i =+ &
1 1 - 1 I = 1 1 - &e.?
dont la valeur elt évidemment == 2/2. Or notre conjeiture, a cau-
nx
fedecol — — 1,2 — 1 ——— - & *™ — 1, four
2
nit pour ce cas —— 2. 1. 2. 3.... (# — 1) (2" 1), dorr

le
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fe fafteur 1.2.3.... (# — 1) éunntinfini, & l'autre 2% == g
&vanouiffant, onvoit déji que notre conjefture n'elt pas contredite par
cecas: mais, pour en prouver aufli le parfair accord, je remarque que
puisqu'il y a généralement:

L. 2. 31!.1(#_ l): ;- ll=lgtt:::
& quedanslecis # —— o0, ona I.2.3.... 8 T I, noils gurong

4 1
pour ce méme ¢&s 1. 2. 3.... (# — ) pmo = & partant la va-

2 (2" — 1)
a
numératenr & le dérominateur évanouiflent en pofant # — o, on
paqui fubftituer @ leur place leurs différenticls en regardant # comme
2. 2"dnlz __

dn ==
s, 2™l 2, équivalente & celle-1d pour le cas » —= o: or celle-cy
nous donne ouvertement la méme valeur 2/2, que 12 natre des (é-
ries exige.. Voili donc une nouvelle preuve, qui étant jointe 4 la
précédente pourra bien tenir lieu d’'une démonltration complette de
notre conjeéture.  Cependant on n'elt que trop aurorif€ d'en exiger
encore une démonfiration direéte, qui renferme & la fois tous les cas

poflibles.

leur tirée de nortre Eﬂnjﬂﬂ'urﬂ fera — , ol puif'qu: le

une quantité varisble, pour avoir une autre {raltion

r3. Notre conjefture érant donc jufte pour tous les cas oi »
eft un nombre entier pofitif, je m'en vai prouver & préfent qu'elle efl
également d'accord avec la vérité, lorsqu'on prend pour » un nom:
bre entier négarif quelconque.  Or dans ces cas la valeur de la formu.
le 1. 2. 3.... (m — 1), devient infinie, ce qui [emble troubler 1z
démonftration que jai enviie: mais une obfervation, que j'ai prou
vée ailleurs levera cet obftacle. Prenant ce figne [A ], pour marques
ce produit: I.2.3-.:+ 7 jai démontré qu'il y a tovjours [A ]
—A
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E-h]:rnh_sr: donc pofant # — 1 = — m ou # — —

m —= 1, pouravoir cete exprellion:
L p— 2 g — g o g e 6 e
p = gWel o gl g Bl gt & &
2 LS (=m) (A=) o (e .wJ T

A i:! Ml

ol puisque 1. 2.3, ... (—m) = [— m] & [m] [_ m]

[l

i nous aurons I. 2. 3 (—m) = ot —
fin mx’ A T I.2.3....mlinmyr
— (;_ T Enfuite on fair que cofl. (1 :m}..!:
fin i;i & par ces fubftirations I'expreflion trouvée prendra cette

3 (am ! — 1) =™ mT
farmme: (2™ — 1) 1.2. 3..cu (m — 1) g ﬁnT"‘
(2='! — 1) ®™

]
| O 1A T {mt — 1) (2™ — 1) col ?

me mw .
icaufe defin mx — 2 fin e col. = Maintenant, nous n’s-

vons qu'a renverfer I'équation trouvée en mettant en haut les dénomi-
nateurs & en bas les numérateurs, & nous obtiendrons cette équation
§ — M- _I_ gm-t s im 41“*[ + im-l — M + '5‘”:-__,
L—=32" ip 3™ 4™ 4 5% = 6™ $@e™
Fo 2o Fom s n — ] 2 wo—_— | M
3 ( ) ( ) cof we
(2™ — ) ™ 2
qui érant la méme que la fuppolée, on voit clairemenr que i la fup-
Miw. de ' slcad. Tom. XVIL N pofiée
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pofeée cft vraye ponr les cas od # eft un nombre pofitif, elle le fera
auffi, quand » elt un nombre négaif, dcanlede m — — » + 1.

14. Il (& preféate encore un cas bien remarquable en pofant
#z — %, qui conduir 4 cette fration

1 . 1 1 . 1 1 &
1 }_r:z ] ]’_'3 V.:]. ] V! ]HI.E ] <.
1 - | ! : -l l ; - &e.

Va V'3 V4 Vs Ve

dont le numérareur & le dénominateur érant égaux, & partant lavaleur
— 1, il faut prouver que l'expreflion, qui en vertu de la conjec-
ture lui eft égale, (avoir:

1.2.2...(—§) (V2—1) Sol E__i_[-— vz 1 =
T4 Y=

I 4 Ve Va2
7~ 1) ¥V
Or j'ai démontré autrefois, en examinant la progreflion hypergéom é-
trique- 1, 1.2, 1.2.3, 1. 2.3 4, & dont le terme général eft
1.3 3.0 8 == [#]); que pofinr # — §, ona [§] = § Vw,
& puisque [1] = & [— ﬁ'j, il eft évidentque [— 4 | = § V=,
& partant notre exprellion deviem effeftivement — 1. Ce qui ne
fauroit plus laiffer sucun doute fur la vérité de notre conjedture, 1'a-
yant démontrée non feulement pour tous les cas ol Pexpofant 7 eft un
nombre entier gquelconque, foir négarif, foir pohitif, mais aufli pour le
cas # — §. Pour les aurres cas des nombres rompos, qu'on von-
droir mettre au lien de #, on ne fauroit prétendre une démonftration
particuiere, atiendu que qu'on n'a encore déconvert zucunc méthode
propre pour déterminer la fomme d'une telle férie 1+ — 2% + 3% —
4" + §" — &ec. lorsquelexpofint # eft une fraction.  Dans ces cas il
faur {¢ contenter d'approximations: or on verra aufli alors, que notre
conjecture cft d'accord avec la vériré,

—

15



e 99 &

15. Pour en faire un <flai, foir #w — 3, & cette fraltion
—— A e SEnts —_— 6 & &
¥ == t: i:4 —+ -;.5_._ Lkl =S acanfede
b s s e e mes s o—oof g

2} 2 31¥ 3 4V 4 5§15 616

N IT T ;
l-2-3..-4fﬂ‘“lj:[1]:'1fﬂ' &CQE "‘—":‘—"‘:—',.duﬂ'

] Va
arre Cualed cetre gnantiné -zt.'..l: i ]T‘;ar = j ::; f: 0,4567738.

Mais 1a firic fupéiieure, en ajoutant les 9 premiers termes, donne
1 —=Vz 4+ V3 —V4+V5i—V6+V7—V81+ Vo=
1,921739666 2,

d'ont il faur rerrancher la fomme de tous les rermes fuivans i l'infim
Vio — Vit + Viz — ¥Vi3 4 V14 — & laquelle par le

: 1{(22—1) A | 1.1.3(2%—1) B '
¥V 19 "Vio " 43 : 1:;:‘]/1::-
LT C h‘!.g.j.ﬁ_ —

4* (af=aa, IG*V1G+ 47 (2 I)m‘“V:n
_ Vo (1 r.3 ﬁ.+:.:.3.15 B 1135763 C
=T 2 10 a5 103 29 LA

Tl 2.5. 79 1 0. 258 D
- 2’.3 = &c.)

Orayant A — %, :IE;E'IJC‘: 755 D= odfvsy E=55krm
la valeur de cerre exprellion réfulie — v, 48750774577 V 10,
qui eft & peu prés — 1, 541610, & partant la [Crie fupéricure

1—=V2+Vi—=V4+¥5—¥6+4 & = o,350129.

Enfuite, pour la firie inféricure, les 9 premiers rermes donnent
0,7821470744, d'ed il faur retrancher la fomme de tous les fuivans,
N 2 qui



g 10 &
(1-}-3'3.&—-3'5'?'” B !

10 25 " o3 !

qui et = 20V 10
3.5.7.9.11.63 C
2 ¥ " 1058
d'olt la fomme de cette (Erie infinic fera — 0,76 §158. Voyons
donc fi la prcmi:n: férie divifée par celle-cy, ou bien cernte fraction
38012
076513 ﬂ
fi petite, ne montant qu'a deux cent-milliemes parties de 'unité, que
Fon ne fauroit douter, que la chole ne {oit vraye d la derniere rigeur.

— Eu:.), & @ peu prés —0,01698880,

, eft égale 4 la valeur o, 4967738; or la différence elt

1 6. Puisque donc notre conjeéture eft portée au plus haut de-
gré de certitude, qu'il ne refte plus méme aucun doute {ur les cas ol
'on mer pour P'expofant # des fradtions, merttons devant les yeux les

214 1

cas, ol u elt une frattion de ceme efpece =ty qui {ont
] — Ja —+—]—-”3.+—-—V4-{—-&E.__ :I{:.I'IVE—I}
I e : &e = k(e =y
2Vz2 © 3V3  4V3 R
1 — 2V: 4 :':T-"a*--ﬂf'q»—l- &c. __ , 1.3(4Vz2—1)
T “r— YD 2 )
g ot P I N, 2?(g—V2)=x

222 7 3%V3 4V4
1 —2“_V: +'~:._]‘V_g--4’V4 4= &e. 1.3.5(8V2—1)
| — T 23 (g—Vz2) w¥’

I
L LTS S
211/: 333 414 e

1— 2392 ¢ 3°V'3—4'V4 = &e. _ 1.3.5.7(16V2—1)
1 o — 7 2t (IG—V?-JF*‘
24} 2 t 3'V3  4'V4 nal
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;—-a*V=+g*Va—4‘V4+&¢-__+ 1.3-5.7.9(32V2—1)
I I . 2% (32 = Va2)xs

I
'_=’V=+3’V3—+=F4+&c'
1—25V2435V3—45V 4+ &e. __ 4 1:3:5.7.9.11 (64V2—1)
I I — 2% (64— V2)=x*

+ &ec.

I
Vit 3Vs 4Va
;-z*‘]/:+3‘V;—4‘V4+Br.r:.___r.g.g.*;.g.n.t;{::ﬂf’:-—-r]
I I 1 . 27 (128 —V2) =7
s —_— &c.
! :'V:+3"V3 4’V4+ g
&

A

il
211 2 ~—I, fe réduit 4
2" = V2

ol il faut remarquer que la fraftion générale

3 a
celle-cy @ ; : 2{1 4 . Donc, dechague paire de ces &-
ries, dés qu'on a trouvé la fomme de I'une, on en trouvera celle de

F'ausre par le moyen de la quadrature du cercle,

17. A 'égard des fEries réciproques des puiffances

1 1 1 1 I
1 2‘+3' - +5". o T &e.
jai déji obfervé, que leurs fommes ne fauroient érre aflignées que
lorsque I'expofant # eft un nombre entier pair, & que pour les cas
ol # elt un nombre entier impair, tous mes foins ont &€ julgu'ic
inutiles. Maintenanr, ayanc réduit la fomme de ces {éries réciproques
i celle des directes, favoir 4 celle- cy en général

1—2""—|—3"" 4-ilh_|_sﬂ-l._5l-l_l_&c*

on auroit pu s'arrendre, que de li on trouveroit quelque route pour

parvenir @ ce bur; mais il arrive malheureufement, que dans les cas
N 3 ol
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ol # eft um nombre impair, Ia fomme de cette (érie direéte évanovir
en {orte qu'un n'cn {fauroir rien conclure: or fans cer accident la ﬁ;m:
mation desdites fEries n'aurvic aucune difficulté: car, polant # — 2N
~}— 1, enveriu de notre heorcule conjeftare nous aurcns:

1 i ® I - T

2_:;—_1—_1 31A+l _4!-.1-'—1 : :Isﬂ_l__lil &e, ™
# . 3
COR) L AN o i - —qt 45 =&
A1 .
N A B

Or, dans le dernier membre de cette exprellion, tant le numératcur
2ht1

T

a A 12 1A 1 i
R ST IPLE S 1 &c. que le dénominateur coll
e I Z

— fin o, ¢vanouir, en uppofant A un nombre entier. I eft bien
yral gqu'on peut dicouvrir ailément la valeur d'une relle fraction, en
{ubitituant au licy du numérareur & du dénominateur leurs différentiels,
mais par ce Mmoy=n o nie gaguera pas grand’ chole, comme je m'en

yai fure voit.
18. Donc, conformément i cetre méthode, le différentiel du
pumérateur &rant
adn (1M — 22 4 33— 4 My &e)

& celui du dénominatenr — —— mdh col hw, nous aurons pour
notre cas la (omme exprimee en forte
T . r I L r
: TS oot N 2N == [ % ==

n (:tl'—‘!]} ﬁ"l

ik A 1A EHY
> (v =2 fa— fa :
:.z.g....:h{:“""’-—:Jmi‘.?.vr ( +3743—4" 2+ Ge)

d'od
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d'ott nous tirons, en fubftituant pour A les nombres 1. 2. 3 &c. les
fommations foivantes:
2.3 (1f1—at/2433/3—32 4+ &)

—— ._._._..5;_
1 + ++t:

o 2.
r -2 X sagat(tli—afla L 3—gtl F &e)
I_Ta'+3_: 45 -}-Gcc_-i- I.2. 3. 4 33

2 Eg,fr‘{rh—: 5f343%/3—4°%44 &e)
| PR T PR - T -

2.255.x%(th—2%/243 3.:":,--—4*."4-1-3{-: 3

:-——-}- -H--—-l-ﬁcc

IHF+F_F+& =4 1. 2.3 004+ 8 §EI
e 4 r +&=l:w2.m:33‘“{lh—-:‘“;’ﬂ.+££3—~4‘“1’44—&.:.}
a2t o o3rh gttt Ev 20 300002047
&c.

Il faudroit donc qu'on piit trouver les fommes des {Eries com-
prifes dans cette forme:

2 — a2 33—y 4 G

Mais cette recherche eft peur- ére plus difficile que celle gue nous
avans en vue; & je nemrevois sucune méthode qui nous puille

conduire au bur propolé.

19. Ces éqguations deviennent un peu plus fimples en confidé-

rant que cette férie 1 —— ;—I;-]—;';—FT'_ : 9'_ - & eft
egale & celle-cy
il v
Yoo it T
d'oll nous tirons d'abord en général
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1 I I I
- | I !
¥ 3=ﬁ+l ' i:-"t+t ' ?:A-j-l E:A+: = &e =
14
T

(22 = 373 + 44— %5 4 &e.

1.2.3:.. 2hcoll Aw

& enfuite pour les cas particuliers:
7 (222 =323 4 4%/ 4 — &)

S
1 +?+;‘5+%—3‘+‘5‘¢--——+

1.2
1 I 1 wt (24/2 — 343 4 34/4 — &)
14+ —+—+—F & == -
3+ s; ?J+ Il-l::-l 314! :
Y o1 w9 (2902 — 3973 4 49/4 — &c)
—_t—F—+&e=—— : .
1+3r+5r+??+ =t 1.2.3.4. 5.6,

7o (2902 — 3813 4 4%/ — &)
I.2. 3-4. 5. 6. 7. 8.

1 1 1
1t tée=-
&e.

Or ici il faut bien remarquer que la fomme générale de ces
deux derniers paragraphes n’eit vraie que lorsque I'expolant A elt un
nombre entier pofitif, puilqu'elle elt fondée {ur cette condition, que

la fomme de cette {érie:
g — a2 1 3 — " - &c. eft zéro: donc, comme ce-

la n'eft plus vrai dans le cas A —— o, on ne peur mettre pour A que
les nombres 1, 2, 3. 4, § &c.  J'ajoute encore cetre remarque de cerre

ferie 2 — {3 == 14 — /5 —+ &c. lafomme eft = ,;,J_g__

ce qui hiffe quelque efpérance de réuflir enfin aufli dans les féries
suxquelles jai été conduit ici.
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20. De la méme maniere on peur comparer enfemble les
fommes de ces deux [éries infinies

g g _gn " gn
& une conjeéture femblable nous fournit ce theéorome

n-l + in+t__?lvl! + ﬁir.‘. - 1230, '::""'I:},;' ‘;H“:'

.I_sn.t+s--l_’?n-:+&¢' & 1— .I '1'- I I + I e

1—3

13 g =7 & = :
od il arrive que, dans les cas ol 7 ¢t un nombre entier pofitif pair,
la fomme de la (Erie fUpérieure &vanouit; & dans ces cas aulli le {i-

Donc, pofant # —— 2\, nous

nw .
nus de l'angle = devient zéro.

aurons:
1 . . I
’ 31:. :' ’:h- ?..I. ]' &e. =
_ r:l.—l (-ql-i—-l .;3'_ Iuw-rt “_ + ?u—-: f? _ ﬂ-‘.ﬂ.}
1.2, 3 vesfah — 1) 2" cof. Aw : '
: -

prenant pour A un nambre entier pofitif quelcongue. - br.jli nous ti-
rons les fommarians fuivantes:

=Gt ke FIT ST 70 2he)
:—-;;+;‘;:L.$T+&c. :_w’f;”in:.i;tj 73k — &e)
0 .

Mim. de T Acad. Tom, XVIL
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x I 1 7 Tfa e gif 1o e :
A A LS Ol et e
3t s 7 L2.3.4.5.6:7.27
#°(3%/3 —5%/5 4 7807 — &)
AR PR TS .

3

1 1 :
4= 3'n+5“‘ ?ln+&c‘:+
Cette derniere conje(ture renferme une expreffion plus fimple
que la précédente; donc, puilgu’elle elt également cerraine, il y a d
elpérer qu'on travaillera avec plus de fuccés 4 en chercher une démon.
{tration parfaite, qui me manquera pas de répandre beaucoup de lu-
micre fur quantité d*autres recherches de cette nature, :

RE-



