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 10   תרגול
  אנטגרל  קווי 

I .   הקוויים  מהסוג  הראשון םהאינטגרליחשב  את  :  

  1 . ∫ +
C

dlyx )( , C  –ל   הקדקודים    משולש  בע)1,0(,)0,1(,)0,0( OAB  

  2 . ∫
C

dly 2
  , C –  קשת  הציקלואידה )cos1(,)sin(,)20(,0. tayttaxta −=−=≤≤> π  

3 . ∫
++C yx

dl

422
 ,  C  -  קטע  קו  ישר  OA ,  )0,0(,)2,1( OA   

  4 . ∫ +
C

dlyx }  כאשר   )( } Cyxyx ==+  1||||:),(   

  5 . ∫ ++
C

dlzyx )( 222
C : ktjtittrt  כאשר  

����

++=≤≤ sin2cos2)(,20 π)  קו  הבורג(  

  6 . ∫ +−
C

dlyxz )2( 22
C : ktjttitttrt  כאשר  

����

++=≤≤ sincos)(,20 π    

II .  חשב  את  האנטגרלים  הקוויים  מהסוג  השני:  
  

  1 . ∫ +−
OA

xdyydx , )0,0(,)2,1( OA המסילה  )     א : כאשרOA   היא  קטע  קו  ישר  

היא  קטע  פרבולה     OAהמסילה  )                                                                                                    ב 
22xy =   

  0,1(B( , OBAהיא  קו  שבור   OAהמסילה  )                                          ג                                                           

  2 . ∫ +−
AB

xdyydx ,)0,2(,)0,2( BA ABxy כאשר  − :4 2−=  

  3 . ∫ −++
AB

dyyxdxyx )()( 2222
ABxyxxxכאשר , BA :|1|1),20,2,0( −−=≤≤==  

  4 . ∫ −+++++
AB

dzzyxdyyxdxx )()2()1( 2
)0,1,1(  לאורך  הישר  מנקודה  −A   

)3,2,3(                         לנקודה −B    

  5 . ∫ −+
C

dzzxdyyzdxyx 222
 ,- C 0,0,0(    ישר  מנקודה(Oלנקודה)5,4,2(−B     

  6 . ∫ −+−
C

dzxdyzydxzy 222 2)(  ,C –  העקומה txtytzt ===≤≤ ,,,)10(, 23
  

  . כיוון  עלית  הפרמטר–                                                                כיוון  חיובי     

  7., ∫ ++
C

dzxdyzdxyC  העקומהtaxtaybtztab cos,sin,,)20(,0,0 ===≤≤>> π  

  .יוון  עלית  הפרמטר כ–                                             כיוון  חיובי     

III .   כל  הפרמטרים  חיוביים ( חשב  את  אורכי  הקווים  הבאים(  

1.:222 CRyx =+   

2.:2coscos2,2sinsin2,)20( Ctataxtatayt −=−=≤≤ π  -קרדיאוידה    

3.:3,3,2 23 Ctxtytz   B)2,3,3(עד  לנקודהO)0,0,0(    מהנקודה ===

5.:cos,sin,,)41(

4.:cos,sin,,)20(

Cttxttytzt

Ctaxtaybtzt

===≤≤

===≤≤ π
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IV .   

txtytztמצא  את  המסה  של  קשת  קו  הבורג   . 1   cos4,sin4,3,)20( ===≤≤ π  אם  הצפיפות    

  .     בכל  נקודה  שווה  לריבוע  המרחק  של  הנקודה  מהראשית   

texteyeztמצא  את  המסה  של  העקום   . 2   ttt cos,sin,,)10(     אם  הצפיפות  ≥≥===

   . 3 -     היא  קבוע  ושווה  ל  

)10(,1מצא  את  המסה  של  העקום   . 3   2 +=≤≤ xyx  אם  הצפיפות  היא  שווה  xyxf =),(  

xyxמצא  את  המסה  של  הפרבולה   . 4   4,)10( 2 ),(||  אם  הצפיפות  היא  שווה  ≥≥= yyxf =  

V  .  הכוח  המשתנה מצא  את  עבודה  של F
�

    B  לנקודה  D מנקודה  C הפועל  לאורך  העקומה  

  1 . 










++

−
==== 2

2222
,,;3,sin2,cos2:;)6,0,2(),0,0,2( z

yx

x

yx

y
FtztytxCBD
�

π  

  2 . ( )xyxFtaytaxCt −+===≤≤ ,;sin,cos:;)20(
�

πבכיוון  החיובי      

  3 . ( )xyxFxyCBD ,4;:;)1,1(),0,0( 63 ==
�

      

  4 . ( )2,,;)0,1,2(),1,2,0( xzxzyFBD −=−
�

 C ;  -  קטע  קו  ישר  DB  

  

VI . הוא  דיפרנציאל  שלם להאינטגרב   את  האנטגרלים  הבאים  לאחר  שתוכיח  כי  הביטוי  בתוך  חש  :  

   

5.6.

1.2.3.)()(4.))((

)4,3,2(

)1,1,1(

32
)1,1,6(

)3,2,1(

)3,2(

)2,1(

)4,3(

)1,0(

)3,2(

)1,0(

)1,1(

)1,1(

∫∫

∫∫∫∫
−

−

−

−

−+++

++−++−−

dzzdyyxdxxydzzxdyyzdx

ydxxdyydyxdxdyyxdxyxdydxyx

  

     7 . ∫
++

++
)(

)(
222

B

A zyx

zdzydyxdx
2222  נמצאת על כדור A נקודה ,  azyx =++,    

)0(2222  נמצאת על כדור B ה                                                 נקוד bzyxba =++>>  

  .                                                ומסלול  האינטגרציה אינו עובר דרך ראשית הצירים

VII .   נוסחת  גריןחשב  בעזרת 

  1 . ∫ ++−
OmAnO

dyyxdxxxy )()2( 22
 OmA -  קטע  הפרבולה 

2xy = ,  

AnO                                                                     -  קטע  הפרבולה 
2yx =  

  2 . ( )∫ +−+
C

dyyxdxyx )( 222
    C  היא שפת  המשולש  ABD בכיוון החיובי  

                                                                                                                                            )1,1(),2,3(),5,2( ABD  

  3 . ∫ −
C

dxyxdyxy 22
     C –המעגל      

222 ayx     בכיוון  החיובי+=

  4 . ∫ −−+
C

dyyxdxyx )()(     C –1      האליפסה
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
      בכיוון  החיובי

∫תוך שימוש בנוסחת גרין מצא הערך של האינטגרל  . 5   







+=

C
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y

x

y
dx

x

y

x
I arctan

2
arctan

1
  

4,1,)0(שני מעגלים   היא עקומה סגורה המורכבת מקשתות של  (C)כאשר  2222 >=+=+ yyxyx   

3,,)0(  וקטעים של הישרים >== yxyxyיניהם  ב    .  

 
VIII .   חשב  את  הפוטנציאלz ,   כאשר  
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zd
z

zxy

z

dy

z
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zyx

dzdydx
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dxxydyxdzydxxdyedz

dyxydxyxdz

dyyxyxdxyxyxdz

yx

2
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2222

33
.6.5

)2cos23()2sin1(.4))(5(.3

)62()132(.2
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IX .   י    העקומים  הבאים ''  עהחסוםחשב  את  השטח  של  התחום:  

,12.1האליפסה    . 1  
2

2

2

2
2 =+==

b

y

a

x
xyx  

cos1(,)sin(,)20(,0(הציקלוידה    . 3   tayttaxta −=−=≤≤> π  וציר  x  

X . הוכח  ש- F
�

   הוא שדה משמר  ומצא  את  פוטנציאל  שלו 

  1.)1()1( jyxeiyxeF yxyx ���

−−+++= −−
  בכל  המישור  ,  

  2.
11 2222

j
yx

y
i

yx

x
F

���
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+

++
  בכל  המישור  ,  =

  3.
)()( 2

2

2

2

j
yx

x
i

yx

y
F

���

−
+

−

−
:)5(9בתחום   , = 22 ≤++ yxD  

  4.6)6)4cos(4()4sin(2 322 kzjeyxyiyF y
����

   בכל  המרחב=+++++

  5.||, rrFkzjyixr
��

�����

  ב בכל  המרח=++=

XI  .   חשב ∫
Γ

⋅ rdF
�

�

Fצירקולציה  של   ( 
�

  כאשר )  

  1.)()2()23(, kyxjzxizyxF
����

−+++++=Γ  הוא  קו  שבור ACBA    

                                                                                                                         )1,0,0(),0,3,0(),0,0,2( CBA  

  2.,:cos,sin jxiyFtaxtay
���

−=Γ==  מעגל  בכיוון  חיובי .  

  { } 3.)35()32()52(,:,4 22222 kyxjzxizyFyxzzyx
����

−+−++=Γ+==++  

  4.)7sin77cos2(
152

2
, 22 jyyyexi

x
eF yy ���

−++







+

+=Γ   הוא  קו  שבור  

                                              ODCBAODCBAO )6,5(),1,2(),3,1(),2,1(),0,0( −−−−  

  5.,
22 yx

jxiy
F

+

+−
=Γ

��

�

  :מעגל  בכיוון  חיובי הוא   

        1)1)2() 2222 =+=+− yxayxb  
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