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מתכנסת. an כי הוכיחו .|an+2 − an+1| ≤
|a2n+1−a2n|

5
וכן |an| < 2 מקיימת: an תהי (14) (א) .1

גבולה) את מצאו כן, (אם מתכנסת? הסדרה האם .an = 1√
n+1

+ · · ·+ 1√
2n

תהי (11) (ב)

lim
x→1

x
1

1−x3 קיים) אינו כי הוכיחו (או הגבול את חשבו (12) (א) .2

? lim
x→+∞

f(x)g(x) = 0 להיות יכול האם . lim
x→+∞

g(x) = ∞ ו lim
x→+∞

f(x) = 1 ש נניח (13) (ב)
אפשרי.) בלתי שזה הוכיחו אחרת דוגמא, תנו כן (אם

את מבטיח התנאי האם קבוע. הנו C > 0 כאשר ,|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y| המקיימת: f : R → R תהי (13) (א) .3
שווה? במידה הרציפות

ב ?x ∈ (0, 100) ב ?x ∈ (1, 100) ב שווה במידה רציפה f(x) = sin(x)(
√
x + 1

x
) פונצקיה האם (12) (ב)

הפריכו) או (הוכיחו ?x ∈ (0,∞) ב ?x ∈ (100,∞)

.R \ {0} ב (שונים) פתרונות שני לפחות קיימים ln|x|+ 1
x3 = a למשוואה a > 1 שעבור הוכח (12) (א) .4

גבולה. את ומצאו מתכנסת bn = |an− 1
4
| סדרה כי הוכיחו .1

2
,0 בלבד: חלקיים גבולות שני עם סדרה an תהי (13) (ב)

בהצלחה!
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(1) a. As |an| ≤ 2 we have: |an+1 − an| ≤ |a
2
n−a2

n−1

5 | ≤ 4|an−an−1|
5 . Therefore: |an+i − an+i−1| ≤ ( 45 )

i|an − an−1|.
Thus

|an+k − an| = |
k∑

i=1

(an+i − an+i−1)| ≤ |an − an−1|
k∑

i=1

(
4

5
)i ≤ (

4

5
)n−1 (

4
5 )

k+1 − 4
5

4
5 − 1

|a2 − a1|

Which means: lim
n,m→∞

(am − an) = 0. Thus, by Cauchy’s criterion for convergence, an converges.

b. Note that an ≥ n ·min{ 1√
n+1

, . . . , 1√
2n

} = n√
2n

→ ∞. Thus an does not converge to the finite limit.

(2) a. First change the variable: lim
x→1

x
1

1−x3 t=1−x
= lim

t→0
(1− t)

1
t(2−t+(1−t)2) . As was proved in the class: lim

t→0
(1− t)

1
t = 1

e .

Further, as ax and xa are continuous functions, lim
t→0

(1− t)
1

t(2−t+(1−t)2) =
(
lim
t→0

(1− t)
1
t

) lim
t→0

1
(2−t+(1−t)2)

= e−
1
3 .

b. Consider f(x) = 1− 1
x and g(x) = x2. Then: lim

x→∞
f(x)g(x) = lim

x→∞

(
(1− 1

x )
x
)x

= 0 .

(3) a. We prove that f(x) is uniformly continuous. For any ϵ > 0 and any x ∈ R take δ = ϵ
C . (Note that δ does not

depend on x.) Then for any y ∈ (x− δ, x+ δ) one has: |f(y)− f(x)| ≤ C|x− y| = ϵ. Q.E.D.
b. Note that lim

x→0+
f(x) = 1, thus the function extends to a continuous function on [0,∞). In particular, by

Cantor’s theorem, the function is uniformly continuous on any interval [0,M ], M > 0.
The function is not uniformly continuous on any interval (M,∞). If it were, then the variation on the intervals

[πn, π(n+ 1)] would be bounded. But max
[πn,π(n+1)]

f(x)− min
[πn,π(n+1)]

f(x) ≥
√
πn → ∞.

(4) a. Note that f(x) = ln|x|+ 1
x3 − a is a continuous function and lim

x→±∞
f(x) = +∞, while lim

x→0−
f(x) = −∞ and

f(1) = 1− a < 0. Thus, by the mean value theorem the equation f(x) = 0 has solutions both in (−∞, 0) and in
(1,∞).

b. As the partial limits of an are 0, 1
2 , we can split the sequence an into the two subsequences, a

(1)
n → 0 and

a
(2)
n → 1

2 , so that every element of an participates in one of them. Accordingly, bn splits into the two subsequences:

b
(1)
n = |a(1)n − 1

4 | and b
(2)
n = |a(2)n − 1

4 |. Each of them converges to 1
4 and they together cover bn. Thus bn → 1

4 .
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