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GEOMETRIE ANALYTIQUE. — Caractérisations algébriques des singularités de Thom-
Boardman de courbes planes. Note (*) de Samir Noui-Mehidi, présentée par Henri Cartan.

On donrne une caraclérisation des singularités de caurbes planes par des symboles de Thom-Boerdman et des
relations de cldture intégrale d'idéaux.

We give a characterizarion of plane complex curye singularities in terms of Thom-Boardman symbols and integral
closure of ideals,

1.1. ExTENnsIONS TACOBIENNES (cf. [7],§4). — Soit A une algébre analytique donnée par
une présentalion A={" Ixi, ..., X, }/1, et soit (f,, .. -+ J;) un systéme de génératenrs de L
Pour tout entier positif k, on note A*I Iidéal de © {x{, ..., X,} engendré parf,, ..., f.
&t par tous les mineurs d’ordre P—k+1 de la matrice jacobienne de terme genéral 37, /dx ;
pourlsisr, 1<j< p. On convient que

A*I=1 s kZsup(0, p—r) et A I=C{x,, < Xp} st k>p,

On montre que A*] dépend de I seulement et non du choix des générateurs de | (el [7], §4).
On appelle A*] Pextension jucobienne 4 Pordre k de Iidéal I. De méme l'algébre quotient
Clx,, ..., x,}/A*1 ne dépend que de I'algébre A et non du choix de [a présentation. On la
note V* A et on I'appelie fe quotient jacobien d Pordye I de A. Puisque k<’ = A¥T= A T, on
a une suite d’épimorphismes d’algébres

A=VASVIALVIAL

Le dernier V¥ A non nuj estappelé quotient jucobien cri tique de A. Enitérant I'opération de
construction de ce quotient jacobien critique, on a une suite canonique d’épimorphismes
d’algébres

ol chaque algébre est définje comme le quotient jacobien critique de la précédente.

1.2, StasiLite DAPPLICATIONS ANALYTIQUES. — On renvoie a [4] pour I'étude de fa stabilité
des applications et & (51, §4) pour voir les liens entre Ia notion de stabilité et celles de
déploiement et de déformation de singularités,

1.3. SymBoLEs pi THom-Boarpman, -— Soit G: U—V un morphisme de variétés
analytiques U et V de dimensions respectives 5 et p. Soit, si k,en:
M (G)={xe U/dim (Ker T, G)=k, }.

Pour « presque tout » G, lorsque k, varie, les % ((3) sont des sous-variétés de U localement
lermées (cf. [10], chap. 1I). Boardman montre, dans (|2], §6), qu'on peut définir, lorsque G est
« générique »

The-boko (Gy< {xeZf -k (G)/dim (Ker TG [y wn g =kosq}.

OnaUszh(G)o phik (G)o... o5k (G .. -, et le résultat :

THEOREME DE BOARDMAN (¢/.[7], §4 ou [5], §4,p. 242), —S0it G: U V un tnorphisme de
variétés analytiques de dimensions respectives # et p- Alors : ‘

(1) les Z'(G) sont des sous-variétés analytiques localement fermées de U, on
I={k,, ..., k) désigne une suite d’entiers k; tels quek, 2k,= .., =k, =20
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(2) ' (G) est.non vide si et seulement si on a les conditions : (a) ky 2k, 2 ... 2k, 20,
Mn—p=sk,Sn(c)sik,=n—palorsk,=...=k,=n—p;

(3) codim, Eh -4 (G)=(p=n-tki) b, o =lkr —Ka) B, = =y =) g
ou y, ., désigne le nombre de multiindices décroissants (jy, ..., j;) tels que j, Sk, et
Hh>0{1ga<s) :

{4) si A est I'algébre analytique en 0 de la fibre d’un germe d’application analytigue stable,
G: (C", (0(C?, 0), alors pour tout r<s, V¥ .., V*2 V¥ A est, I'algébre analytique de
Pintersection G~ (0) k% (G) et la suite (k,, ..., k,) définie précédemment par les
extensions jacobiennes est la méme que celle de (1) du théoréme de Boardman.

I=(k,, ..., k) est appelé le symbole de G en Q.

2. Sotent (X4, 0)=(C"*1, 0) un germe d’hypersurface 4 singularité isolée d'équation

locale f(z)=0, ol z=(zy, ..., 2,), et G {C"*! xC™, 0)>(CxC™, 0) un germe de
déformation semi-universelle de (X,, 0) donné par

Gz D=(F(z, 1), 1)

lOl:l on note
t=(ty, ..., rm),F(g,_t)=f(§)+i ti,g: et 1:()(0,0)=dimc(l{g}/(ﬁ f)=m=+1,
=1

df désignant 'idéal engendré par éf/ézg, ..., df/0z, dans C{g} et les g; des éléments
de C{z} tels que les classes 1, §,, ..., . dans le C-espace vectoriel C{z}/(f. of) en
forment une base (¢f. [11], § 4).

Derinimion 1. — On appelle symbole de f'le symbole d’un germe de déformation semi-
universelle de (X, 0) qui est un germe d’application stable entre espaces lisses (¢f- [6], §0).

Deriniion 2(cf. [3], §1}.— Soient A un anneau commutatif unitaire et I un idéal propre de
A. Un élément x de A est entier sur I s'il existe une relation : x* +a,; x*~*+ ... +a,=0avec
a;el'pour i=1, ... k L’ensemble des éléments de A entiers sur I est un idéal de A appelé

cldture intégrale de I dans A et noté 1.

Dans la proposition suivante, gui généralise un peu celle de Teissier dans [8], chap. III,
prop. 5.5, si on a un germe d’application analytique @ : (CV, 0) — (€, 0), on notera j¥ (@)
Iidéalde C{z,, ..., zy_, } engendré par (8®/6z,, ..., 6&)/621,, e, 00/0z- ) et HP ()
le déterminant de la matrice de terme général 32 ®/dz, dz;pour 0SisN-1,05i=N-1,
i#p, j#*p.

ProrosiTioN. — Soient (X, 0V (C"*Y, 0) un germe de singularité isolé d’hypersurface
complexe d’équation localef (2, ..., z,)=0et G un germe de déformation semi-universelle de
(Xo, 0). On suppose gue (X, 0} n'est pas du type A; (comparer a[8], I11.5); alors on a les
équivalences :

(i) il existe un entier p tel que HP (N gj® (f): .

(ii) le symbole de fest (n+1,2, ...,2,1,...,1, ..)ou(n+1,2,...,2,0,0,...);

{iii) (Xy, 0) est isomorphe & une singularité d'équation '

n
fEos oz)=za+a (1) 257+ +a, (z)+ ) 22,
. =2

ot les a;(z,)eC{z,}.
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La démonstration de cette’ proposition utilise les lemmes suivants :

LeMME. DEFINITION L{cf [1], §4,lemma 4. 1).—S8if (24, ..., z,)=0est une équation pour
un germe d’hypersurface g singularité isolée (X,, 0)=(C"*1, 0), on peut écrire dans des
coordonnées convenables :

f(zth "'szn)=f(zos ...,Zk)+2,%+1+...+2,::',

oi fz,, ..., Z)E(zq, ..., 2,)% C {zg, ..., 2y} définit une singularité isolée d’hypersurface
(Xo, 0) = (CHF1 | ) uniquement déterminde par (X,, 0) et appelée singularité résiduelle de
(Xo, 0). ' '

LemMmE 2 ([8], chap. Iil, §5). — En reprenant les u_o‘ratious du lemme précédent, si le
symbole de fest (n+4-1, i,, i 3+ v s dyy o) celui de la singularité résiduelle Xo, 0) de Xy, 0
est iy, i, 1y, ..., i, .-J)aveci=k+1, B

LemME 3 (cf. [8], chap. 0, §0.5.2). — Soi @ (C, 0) = (C, 0) un germe d’application
analytique de composantes ®,y, ..., Dy. Soit J la matrice Jjacobienne de ® et A son
déterminant. Alors si tous les (N —1)-mineurs de ] Sannulent en 0, A est entier sur I'idéal
engendré par @, ..., ®y dans C {z,, ..., Iy}

Lemme 4 (d’aprés [3], §0. 16 et §1.8). — Soient A un anneau commutatif unitaire, B un idéal
proprede A, 1un idéal propre de A. Si un élément x de A est entier sur I, alors Pélément x, image
de x dans A/B, est entier sur Pimage de 1 dans A/B.

LeMME 5 (cf. [8], chap. 0, §0.3). — Soient A un anneay commutatif unitaire normal, 1 un
idéal principal de A, i.e. 1= g.A, avec g non diviseur de 0; alors 1 est intégralement clos,

Démonstration de Ia proposition. — (i)=>(ii). Sinon le symbole de f serait (n+1, « 25 -}
avec oy 2 3, car les cas ol o,=0 ou 1 sont exclus par hypothése, {Xo. 0) n’étant pas
quadratique ordinaire ni du type A, (! = 2)(cf. 8], chap. 111, 5); or o, > 3 signifie que tous les
(m+n+1—3+1)-mineurs de la matrice-blocs suivante sont nuls en 0 -

F, G,
0m,n+1 Im
F. G,

ouF,,G,,F,, G, sont les matrices de termes généraux respectifs 9F /dz,, g,, 82 F/8z,8z;,
0g,/0z; pour 05 i< L O0ZjEn 1k<m; I,, étant la matrice unité d’ordre m et O, ney la
matrice nulle m x (n+1). En particulier tous les (1 — 1)-mineurs de F, sont.nuls en 0. Doncles
n-mineurs de F, obtenus aprés suppression de la p-iéme ligne et de la p-iéme colonne de F,

sont nuls en 0. D’oti d’aprés le lemme 3 on a H& (F)ej¥ (F), don, d’aprés le lemme 4 on a
H® (f)Ej“” (f) .
(ii)={ili) d’aprés le lemme 2 on a k+1=2 et si le symbole de fest

J-lois f'fois

(n+1,2,...,2,1, ...,1, <2} oou (n+1,2,...,3,0,0, e )s

J+ 1-fois {j -+ [)-lojs
celui de fest (2,2, ..., 2, L ..., 1, ... )ou (2,2, -+ 2,0, ...,0, ...), d’otl
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et aprés un éventuel changement de coordonnées, le théoréme de préparation de Weierstrass
donne

f( 0: 2)=zh+ay(z)zh ' +. .. +a{z) avec ai(—’l)‘f@{fl}: lsisr.

(iil) = (i) soient f et f'comme ci-dessus. Les idéaux j(f) et H®() de C{z4, z,} sont
principaux, engendrés respectivement par les polynomes de C {2, }z,] dérivées premidre et
seconde de fpar rapport él zgy. Ledegré en z, du premier &tant strictement inférieur  celui du
second, on a H" f £j! ( f). Dans I'anneau C{z,, z,} normat car régulier on a, d’aprés le

lemme 5, J‘” (N)=j® f ), puis d’aprés le lemme 4 on a

HY (/)¢ (f) dans Clzg, ..., 2,}.

(*) Remise le 21 avril 1980,
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