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IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES

par Jean-Claude TOUGERON

Soit &, (resp. ©,) l'anneau des germes i lorigine des fonctions numériques,
définies et indéfiniment dérivables (resp. analytiques) au voisinage de origine
de R” (resp. RP). Notons C™(n,p) Vensemble des germes & Uorigine de R” des
applications ®, indéfiniment dérivables de R® dans RP, et telles que ®(0} = 0.

Il est bien connu que Panneau &, n'est pas noethérien ; en outre, tout germe
de fermé i lorigine de R” est le germe des zéros ¥(3) d'un idéal de type fini
F de &,. Il est donc sans intérét d’étudier tous les idéaux de &,. Aussi, avons
nous considéré une famille trés particulidre d'idéaux :

Soit [ un idéal de ©, engendré par des germes f\,..., f, ; nous étudions
lidéat de &,, noté ®% I, engendré par les f; o ®, 1 < i< g. Bien entendu, si
@ est quelconque, on ne peut rien dire ; mais nous montrons que, sous des hypo-
théses de transversalité sur ®, vérifiées “en général” (nous préciserons ultérieu-
rement cette expression), l'image réciproque ®*J posséde des propriétés ana-
logues a celles de [

Ce travail s’inspire d’une part, de la théome des singularités des applications
différentiables, développée d’abord par H. Whitney et R. Thom (R. Thom étudie
les germes d’ensembles &~ (F{}), ou V{J) désigne le germe des zéros de 7, d’un
point de vue topologique, en particulier leur stabilité topologique) ; d’autre part,
de résultats de L. Hérmander, 8. Tojasiewicz et B. Malgrange, concernant les
idéaux de l'anneau &,, engendrés par des fonctions analytiques (¢’est le cas par-
ticulier : n = p ; ® = identité, de notre probléme).

1. Propriétés généralement vraies (J. Cl. Tougeroa, [6]).

Soit & (n ,p) Pensemble des séries de Taylor i lorigine de R” de tous les

beC(n ,P) ; de méme, si g EN*, soit F7(n , p) U'ensemble des polyndmes de

. Taylor d’ordre ¢ 4 Vorigine de R", de tous les S (n .p}. On a des projec-
- tions évidentes : T : C (n,p) > F (n,p) ;

Ty Fm,p)>F(n,p) 5 wy . F(n,p)>FUn,p), siq >q.

. q,q"
‘Pour tout g €N* soit Vq une sous-variété algébrique réelle de §9(n ,p) et

‘supposons que :© ... Sut (V) Dwrh, (V) D ...

‘Nous dirons que ¥V = ﬂN* wq'l (Vq) est une sous-variété algébrique de & (n , p)
L qe
t par définition, sa codimension sera égale 4 lim codim Vq. La variété V

g

9, )
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est de codimension infinie, si et seulement si la condition suivante est satisfaite :
Vg EN® et V[, EV,, il existe un entier g’ = q et fy Ear,;z- (fy), tels que
Vo () = 0. I

DEFINITION. — Une propriété (P) relative aux éléments de C"(n,p) est vraie
en général si pour tout EEF (n,p) il existe une sous-variété algébrique de
codimension infinie ¥, de & (1 , p) telle que tout @ appartenant a T 7' () — V)
gatisfasse a (P).

On ne doit pas confondre cette notion avec celle de “‘propriété générique”
au sens ol lentend Thom. Par exemple, dans le cas p = 1, on sait que généri-
quement @ est une “fonction de Morse”, ie. Pidéal engendré dans &, par les
dérivées partielies 9®/dx,, ..., ad/dx, contient U'idéal maximal m, de &,. Mais
cette propriété n’est pas générale - on peui simplement affirmer qu'en général
Tidéal engendré par les a®d/ox; contient une puissance de m,.

Soit 7 un idéal propre de O, : dans les paragraphes suivants, nous énongons
quelques propriétés vérifides en général par ©* I, lorsque d décrit C (n,p)

9 Le théoréme de quasi-transversalité (3. CL Tougeron, [6])

Si J esi un idéal de &,, on note 4 Tidéal de Tanneau des séries formelles
g, =R[xy..., x,]l, formé par les séries de Taylor, a lorigine de R", des
sléments de ¥. On a d’abord le résultat suivant (conservation de la hauteur) :

P

THEOREME 1. — En général : ht @I = inf (n, RtD).

Fn particulier, si ht I > n, en général @ I est un idéal de définition de &,
ie. ®* I contient une puissance de m, . Par exemple, si # < p, 'idéal (P) engendré
dans &, par les composantes @,,..., %, de & est, en géndral un idéal de défi-
nition de &,,.

Venons en au théoréme de quasi-transversalité. Si d est un idéal de &, et si
k€ N*, notons Ji @) lidéal engendré dans &, par & et tous les jacobiens
Dig,,.. ., ¢ )
D(xi!n LR | xik)
idéal ne dépend pas du systéme de coordonnées locales choisi et J@)y=4 s
k> n. Désignons par o,(F) Iidéal de &, engendré par les £ tels que £.Y soit
contenu dans un sous-idéal de & engendré par k ¢léments, et posons :

R, @) =T, @) N0, &)

Si I est un idéal de @, (ou de Tanneau ©(U) des fonctions analytiues sur un
ouvert U de R?), on définit pareillement des idéaux J, (1), o, (), Ry (D).
L’interprétation de l'idéal R, (I) est facile. Par exemple, si [ est un idéal de
9(1), Pensemble V() — V(R (I)} est exactement I'ensemble des points x de V()
tels que @, |1, soit un anneau local régulier de dimension p — k. Bn particulier,
Vi — V(R, () est une sous-variété analytique de codimension & de louvert U.

ot ¢y,..., ¥ appartiennent 3 J et 1<iy,..., iy =n Cet

DEFINITION. — Une k-strate de &"' est un couple 7 ,¥’) de deux idéaux de
type fini de &, tels que & C+/F' C R, (#). Visibiement, si (¥ ,4') est une k-strate,




IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES 269

le germe d’ensembie V@) — Vi¥') est un germe de variété C™, de codimension &,
a Porigine de R”, .

On définirait de méme une k-strate de ©,. Ceci dit, on a le résultat suivant :

THEOREME 2. — Soit (I, I') une k-strate de G,
(ysi I’ # @p, en général (D*1, B* ') est une k-strate de &,
(2)s5i I' = O, en général (B*[,m,) est une k-strate de 8,

Le théoréme précédent est une version algébrique et locale du théoréme de trans-
versalité de Thom [5] : si (I, I') est une k-strate de ©,,onen déduit qu’en général ®
est transverse sur le germe de variété analytique V{I) — ¥V(I'), sauf peut-&tre a
Porigine de R" (mais en fait le théoréme 2 est beaucoup plus précis que cette
conséquence). :

3. Idéaux fermés (J. Cl. Tougeron et J, Merrien, [7]).

Soient §2 un ouvert de R” ; &(£2) la R-algébre des fonctions numériques défi-
nies et de classe ¢~ sur £. Munissons & () de sa structure habituelle d’espace
de Fréchet (convergence uniforme des fonctions et de leurs dérivées sur tout
compact). Si a € , Papplication T, : &£(8) — R[[x,,..., x,]] qui a toute fonc-
tion f associe sa série de Taylor en a ;c_sl__suljective (théoréme de Borel génératisé).
S () est un jdéal de &(Q2), on pose F () =/ C &) Ve €l , T, fET, 7()}:
un_théoréme de Whitney affirme que ladhérence de & (§82) dans &(£2) est égale
35 (90). La notion d’idéal fermé se localise : un idéal # de &, sera dit “fermé”
s’il existe un voisinage ouvert §2 de lorigine de R" est un idéal fermé ¥ (82}
de (1) tels que ¥ (82) engendre & sur &,,.

On ‘a le résultat suivant, d& 4 B. Malgrange {3], et démontré d’abord dans le
cas d’un polyndme par L. Hormander [1], et dans le cas d’une fonction ana-
Iytique par S.Lojasiewicz [2] :

Un idéal de &, engendré par un nombre fini de germes de fonctions analy-
tigues est fermé.

Le théoréme suivant généralise le théoréme précédent (la démonstration utilise
les théorémes 1 et 2 et aussi les techniques developpees pas S. Eojasiewicz et
B. Malgrange) :

THEOREME 3, — Soit I un idéal de @p. S5i @€ C(n,p), en général Vidéal d*I
est fermé.

Enfin, il résulte facilement du théoréme de B. Malgrange que I'anneau &, est
plat sur lanneau ©, des germes des fonctions numériques, analytiques & 1'origine
¢ de R". L’analogue de ce résultat dans le présent contexte est le suivant :

THEOREME 4. — Soit I un idéal de ©,. Si® € C"(n, p), en général TORT(6,/L&,) .
est un R-espace vectoriel de dimension finie (et méme, en général

TORY (9,/1,8,) =
s: la dimension homologique dh (@, /N de © /I sur ©, est < n).
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{Un germe d’application &< C”(n, p) munit &, d'une structure de & p-module :
le module TORFP(O, /I &,) est alors noté TORJ(O,/1. &,) ; la condition
TOR?(@p/I, & )= 0 signifie simplement ceci : si I est engéndré sur @, par
fioovos fp 18 module des relations entre les f;o @ @ coefficients dans &, est
engendré sur &, par les relations entre les f; a coefficients dans 0,

On déduit des théordmes précédents de mombreux renseignements sur I'idéal
&* I : par exemple, si (‘)p,/I est réduit (ie. sans nilpotents} et si dh(®p/1)< n,
en général &, /®*I est réduit ; si O,fT est normal et si dh((?)p/’l) <n—1, en
général 57,,,’@ est normal,

4. Stabilité locale des idéaux (J.CL. Tougeron, [6).

Désignons par Dif(n) le groupe des germes 3B (4 lorigine de R™) des difféo-

morphismes C” d’un voisinage de Yorigine de R" sur un voisinage de lorigine
de R", tels que ®(0) = 0.

DEFINITION. — Un germe d’application dEC”(n ,p) est I-déterminant 5’il existe
un entier ¢ tel que la condition suivante soit satisfaite :

Pour tout &' € C7(n, p) tel que ® — @' soit g-plat a lorigine
(i.e. g © T(®) =Ty o T (@',

il existe un éiément de Dif (n) qui transforme 1idéal ®* I en 'idéal P'*I

En particulier, sous cette derniére hypothése, et si $, désigne le polyndme
de Taylor de degré g de d 4 Torigine, il existe un élément de Dif(n) qui trans-
forme l'idéal ®* I en 'idéal @ I : donc, 4 difféomorphisme C~ prés, Vidéal *f
est engendré par des germes de fonctions analytigques.

Nous dirons que Vidéal I est rigide, si en général un élément de C”(n,p) est
I-déterminant. On a le résultat suivant :

THEOREME 5. — Soit I un idéal de hauteur k de ©,, tel que
I=41 et ht Ry =inf(m, p— 1
Leidéal I est rigide.

Soit T un idéal de @, tel que / =T et ht ()= inf (n — 1, p— 2) : I'hypo-
thése du théoréme précédent est alors satisfaite (I'hypothése T = /T entraine en
effet : ht (R, (N> k= ht (D) et donc I est rigide. En particulier, si » <2 ou
si p< 3, tout idéal premier de @, est rgide (par contre si # Z3etsip=4i
existe dans &, des idéaux non rigides).

Signalons enfin la conséquernce suivante. Soit ¥,,-.., ¥p 01 systéme de coor-
données locales a l'origine de RP. L’idéal I engendré par ¥y, ...: Yp dans @, est
evidemment rigide et ®% T est égal 2 Pidéal {®) engendré dans &, par les compo-
santes de ®. Ainsi, en général il existe un entier ¢ > 0 &t un élément de Dif(n)
qui transforme l'idéal (&) en Yidéal (®,) engendré dans &, par les polyndmes
de Taylor d’ordre g des composantes de @ (en fait, on 2 des résultats beaucoup
plus précis : nOUS rENVOYONs le lecteur 4 [6], ch. 1.
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IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTTABLES

par Jean-Claude TOUGERON

Soit &, (resp. (9p) Yanneau des germes & lorigine des fonctions numériques,
définies et indéfiniment dérivables (resp. analytiques) au voisinage de Porigine
de R” (resp. R?). Notons C"(n ,p) I'ensemble des germes a l'origine de R” des
applications @, indéfiniment dérivables de R" dans R”, et telles que #(0) = 0.

Il est bien connu que l'anneau &, n’est pas noethérien ; en outre, tout germe
de fermé 3 Porigine de R” est le germe des zéros V(F) d’un idéal de type fini
F de &,. Il est donc sans intérét d’étudier tous les idéaux de &,. Aussi, avons
nous considéré une famille trés particuliére d'idéaux :

Soit I un idéal de @, engendré par des germes f,,..., f, ; nous é&tudions
Fidéal de &,, noté ®* I, engendré par les f; o @, 1 =i < ¢. Bien entendu, si
® est quelconque, on ne peut rien dire ; mais nous montrons que, sous des hypo-
théses de transversalité sur @, vérifiées “‘en général” (nous préciserons ultérieu-
rement cette expression), V'image réciproque ®*7 posséde des propriétés ana-
logues 4 celles de I

Ce travail s’inspire d’une part, de la théorie des singularités des applications
différentiables, développée d’abord par H. Whitney et R. Thom (R. Thom étudie
les germes d’ensembles &~ (V(1), ol V(J) désigne le germe des zéros de [, d’un
point de vue topologique, en particulier leur stabilité topologique) ; d’autre part,
de résultats de L. Hormander, S. Fojasiewicz et B. Malgrange, concernant les
idéaux de l'anneau &,, engendrés par des fonctions analytiques (c’est le cas par-
ticulier : » = p ; ® = identité, de notre probléme).

i. Propriétés généralement vraies (J. Cl. Tougeron, {6]).

Soit F(n,p) Tensemble des séries de Taylor 4 lorigine de R” de tous les
dEC (n,p) ; de méme, si g N*, soit &% (n, p) ensemble des polyndmes de
Taylor d’ordre ¢ 4 Vorigine de R", de tous les & (n,p). On a des projec-
tions évidentes : T : C (n,p) =+ % (n,p) ;

T, T, p)>Fn,p) i . TV, p)>F(n,p),siq Zq.

Pour tout g € N*, soit Vq une sous-variété algébrique réelle de S%(r,p) et
Supposons que : ... D'nf;' (Vq)Dn';il Vaer) 2 ..
Nous dirons que V = ON* w(;l (Vy) est une sous-variété algébrique de & (1, p)
qe
)Vq. La variété V

el par définition, sa codimension sera égale A lim codiing g, ,
g ’




