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 הטבע למדעי הפקולטה
 למתמטיקה המחלקה

 קומוטטיבית אלגברהמבוא ל
 טיומקין איליה : ההמרצ

,𝐼 -חוג ו 𝑅 וייה (1 𝐽 ⊂ 𝑅  .או הפריכו את הטענות הבאותהוכיחו אידאלים: 

𝐼√אם  .א = 𝐼 ו- √𝐽 = 𝐽  אז√𝐽 ∩ 𝐼 = 𝐽 ∩ 𝐼. 

𝐼√אם  .ב = 𝐼 ו- √𝐽 = 𝐽  אז√𝐽𝐼 = 𝐽𝐼. 

𝐼√אם  .ג = 𝐼 ו- √𝐽 = 𝐽  אז√𝐽 + 𝐼 = 𝐽 + 𝐼. 

,𝐼קיימים  .ד 𝐽 כך ש- 𝐼𝐽 ≠ 𝐼 ∩ 𝐽. 

,𝐼אם  .ה 𝐽  ראשוניים אז𝐽 ∩ 𝐼 .ראשוני 

,𝐼אם  .ו 𝐽  ראשוניים אז𝐽𝐼 .ראשוני 

,𝐼אם  .ז 𝐽  ראשוניים אז𝐽 + 𝐼 .ראשוני 

𝑎חוג,   𝑅 וייה (2 ∈ 𝑅× ו- 𝑏 ∈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅). כי וכיחו ה𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅×. 

𝔭כי אם הוכיחו  (3 ⊂ 𝑅  ואידאל ראשוני- 𝑋 ⊆ 𝔭  המוכל ב (ביחס להכלה)אז קיים אידאל ראשוני מינימלי תת קבוצה- 

𝔭  והמכיל את𝑋. 

 זםפיורומומההן עיגרשוכיחו ה .היא סופית 𝑅 -ב מינימלייםהראשוניים הדאלים האישל  𝑀ה הקבוצכך ש, חוג 𝑅יהי  (4

𝜓:𝑅הטבעי  → ∏ 𝑅/𝔭𝔭∈𝑀  הוא𝑁𝑖𝑙(𝑅), ללכו 𝔭 ∈ 𝑀 יםקי 𝑎 ∈ 𝑅 כך ש- 𝜓(𝑎)𝔭 ≠ 𝜓(𝑎)𝔮 -ו 0 = לכל  0

𝔭 ≠ 𝔮 ∈ 𝑀. מזה שאם בסיקו ה- 𝑅  יש אידאל ראשוני מינימלי יחיד אז𝑅/𝑁𝑖𝑙(𝑅) .הוא תחום שלמות 

,𝐼1 -ו חוג 𝑅 היוי (5 … , 𝐼𝑛, 𝐽 ⊆ 𝑅 כך ש ידאליםא- 𝐽 ⊆ 𝐼1 ∪ …∪ 𝐼𝑛. כיוכיחו ה 

𝐾והומומורפיזם  𝐾אם קיים שדה אינסופי  כיוכיחו ה .א → 𝑅  אז קיים𝑖 כך ש- 𝐽 ⊆ 𝐼𝑖. 

,𝐼3אם  כיוכיחו ה .ב … , 𝐼𝑛  קיים ראשוניים אז𝑖 כך ש- 𝐽 ⊆ 𝐼𝑖.  לב, בסעיף זה מספיק להניח ששימו- 𝐽 ⊆ 𝑅  תת

  וחיבור.קבוצה הסגורה ביחס לכפל 

𝐽 מתקיים 𝑖כל להמקיימים את הנתון כך ש ואידאליםלחוג  דוגמהתנו  .ג ⊈ 𝐼𝑖. 
,𝑥)כי האידאל וכיחו ה (6 𝑦) ⊂ ℂ[𝑥, 𝑦] איחוד של אידאלים ראשוניים המוכלים בו ממש.כ אפשר להציג 

,𝑆𝑝𝑒𝑐(ℝ[𝑥])את בצורה מפורשת תארו  (7 𝑆𝑝𝑒𝑐(ℂ[𝑥])  ואת ההעתקה הטבעית𝑆𝑝𝑒𝑐(ℂ[𝑥]) → 𝑆𝑝𝑒𝑐(ℝ[𝑥]) 

ℝ[𝑥]המתאימה לשיכון  → ℂ[𝑥]. 

𝐾 -תחום שלמות ו 𝑅 ויהי :את התכונה האוניברסלית של שדה מנותהוכיחו  (8 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝑅)  .לכל אז שדה המנות שלו

𝜙:𝑅 שיכוןולכל  𝐿שדה  ↪ 𝐿  קיים ויחיד שיכון𝜄: 𝐾 ↪ 𝐿 כך ש- 𝜙 = 𝜄|𝑅. 

𝐾 הית (9 ⊆ 𝐹 כיוכיחו ה .של שדותחבה הר 

:𝜓𝐹טבעית  העתקהקיימת  .א 𝐹
𝑛 → 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛]) הדהמתאימה לנקו 𝑎 ∈ 𝐹𝑛 ן של את הגרעי

:𝜙𝑎 הומומורפיזם ההצבה 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] → 𝐹 י "המוגדר ע𝜙𝑎(𝑓) = 𝑓(𝑎). 

,𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐾[𝑥1 .ב … , 𝑥𝑛]) =∪𝐿/𝐾 𝐼𝑚(𝜓𝐿). 

𝐾אם  .ג ⊆ 𝐹  הרחבה אלגברית אז𝐼𝑚(𝜓) ⊆ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑚(𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛]). נראה בהמשך שאם  :הערה𝐹  סגור הוא

𝐼𝑚(𝜓)אז  𝐾אלגברי של  = 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑚(𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛]). 

𝑎על  נאי הכרחי ומספיקתתת לנסו  .ד ∈ 𝐹1, 𝑏 ∈ 𝐹2 ש מ"ע-  𝜓𝐹1
(𝑎) = 𝜓𝐹2(𝑏). 

𝐽𝑎𝑐𝑅𝑎𝑑(𝑅) -ו חוג 𝑅ו יהי (11 ⊆ 𝑅 ם של רדיקאל ג'קובסון, כלומר החיתוך של כל האידאלים המקסימליי𝑅. כיוכיחו ה 

𝑥 ∈ 𝐽𝑎𝑐𝑅𝑎𝑑(𝑅)  1אם ורק אם − 𝑥𝑦 ∈ 𝑅×  לכל𝑦 ∈ 𝑅. 

 

 


