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 הטבע למדעי הפקולטה
 למתמטיקה המחלקה

 קומוטטיבית אלגברהמבוא ל
 טיומקין איליה : ההמרצ

…תהי  (1 → 𝑀𝑛−1
𝜙𝑛−1
→   𝑀𝑛

𝜙𝑛
→ 𝑀𝑛+1 → 𝜙𝑛מודולים המקיימים -𝑅סדרה של הומומורפיזמים של  ⋯ ∘ 𝜙𝑛−1 = 0 

𝐾𝑛 . נסמןשרשרת-קו קומפלקס. סדרה כזו נקראת 𝑛לכל  = 𝐾𝑒𝑟(𝜙𝑛) הוכיחו כי .𝐼𝑚(𝜙𝑛) ⊆ 𝐾𝑛+1  לכל𝑛,  וכי

0הסדרה הנתונה מדויקת אם ורק אם  → 𝐾𝑛 → 𝑀𝑛
𝜙𝑛
→ 𝐾𝑛+1 →  .𝑛מדויקת לכל  0

0תהי  (2 → 𝑉0 → 𝑉1 → ⋯ → 𝑉𝑛 →  . הוכיחו כי 𝐹סדרה מדויקת של מרחבים וקטוריים ממימד סופי מעל שדה  0

∑ (−1)𝑖 dim𝑉𝑖
𝑛
𝑖=0 = 0. 

: נתבונן בדיאגרמה קומוטטיבית הבאה בה העמודות והשורה האמצעית הן סדרות התשעה תלמהוכיחו את  (3

 . בעזרת למת הנחש הוכיחו כי השורה הראשונה מדויקת אם"ם השורה האחרונה מדויקת.מדויקות קצרות

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → 𝐿′ → 𝐿 → 𝐿′′ → 0
↓ ↓ ↓

0 → 𝑀′ → 𝑀 → 𝑀′′ → 0
↓ ↓ ↓

0 → 𝑁′ → 𝑁 → 𝑁′′ → 0
↓ ↓ ↓
0 0 0

 

′𝑀 תהי (4 → 𝑀 → 𝑀′′ → -𝑅מודולים. הוכיחו כי הסדרה מדויקת אם"ם לכל -𝑅של הומומורפיזמים של  סדרה 0

0 הסדרה הטבעית 𝑁 מודול → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀
′′, 𝑁) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀, 𝑁) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀

′, 𝑁)  .פרשו את  רמז:מדויקת

 גרעין של ההומומורפיזם הראשון.-הדיוק של הסדרה הנתונה במונחים של קו

0תהי  (5 → 𝑀′ → 𝑀 → 𝑀′′ רפיזמים של סדרה של הומומו𝑅- מודולים. הוכיחו כי הסדרה מדויקת אם"ם לכל𝑅-

0הסדרה הטבעית  𝑁מודול  → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀
′) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀

 מדויקת. (′′

𝜙:𝑀אם"ם לכל הומומורפיזם על  פרויקטיבינקרא  𝑃מודול -𝑅 הגדרה: ↠ 𝑁  של𝑅- מודולים ולכל הומומורפיזם𝜓:𝑃 →

𝑁  הומומורפיזם קיים𝛼:𝑃 → 𝑀 כך ש- 𝜙 ∘ 𝛼 = 𝜓. 

 מודול. הוכיחו כי התנאים הבאים שקולים:-𝑃 𝑅 יהי (6

 פרויקטיבי. 𝑃 .א

0כל סדרה מדויקת קצרה  .ב → 𝐾 → 𝑀 → 𝑃 →  מתפצלת. 0

⊕𝐾 -כך ש 𝐾מודול -𝑅 -ו 𝐼קיימים קבוצה  .ג 𝑃 = 𝑅⊕𝐼. 

′𝑀 אם .ד → 𝑀 → 𝑀′′ דויקת אזמ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑀
′) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑀) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑀

 מדויקת. (′′

𝑀כל הומומורפיזם על  .ה ↠ 𝑁  משרה הומומורפיזם על𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑀) ↠ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑁). 

מושג נובע שמודולים חופשיים הם פרויקטיביים. לכן כל מודול הוא מנה של מודול פרויקטיבי. קיים  6מתרגיל  :ערהה

, יש סדרה של תנאים 6בדומה לתרגיל  נסו להגדירו בעצמכם! .אינג'קטיבינקרא מודול הדואלי למודול פרויקטיבי 

פשוט כמו סעיף ג' למודולים אינג'קטיביים, ואפילו להוכיח שכל מודול הוא תת  רתיאוקטיביות. אבל אין השקולים לאינג'

 מודול של מודול אינג'קטיבי זו מסימה לא פשוטה. שני המושגים ממלאים תפקיד מרכזי באלגברה הומולוגית.

,𝑃אה של למת שנואל האומרת: אם הוכיחו את הגרסה המל (7 𝑃′  0פרויקטיביים והסדרות → 𝐿 → 𝑃 → 𝑀 → -ו 0

0 → 𝐿′ → 𝑃′ → 𝑀 → 𝐿מדויקות אז  0 ⊕ 𝑃′ ≃ 𝐿′⊕𝑃. 

,ℂ(𝑥 רציונאליות בשני משתניםהונקציות שדה הפנתבונן בתת חוגים של  (8 𝑦): 𝑅 = ℂ[𝑥, 𝑥𝑦, 𝑥𝑦2, 𝑥𝑦3, … 𝑆 -ו [ =

ℂ[𝑥, 𝑦, 𝑥𝑦−1, 𝑥𝑦−2, …  אלו אינם נתרים.. הוכיחו כי חוגים [

 הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות: (9
 .𝑅 בעת נתריות שלנו 𝑅[𝑥]משתנה אז מנתריות של  𝑥 -וחוג  𝑅 אם .א

 תת חוג של חוג נתרי הוא חוג נתרי. .ב

𝜙:𝑅 של חוגים חוג נתרי אז כל הומומורפיזם על 𝑅אם  .ג ↠ 𝑅 .הוא איזומורפיזם 

𝐼בהינתן אידאל  רמז:נתרי.  𝑅⟦𝑥⟧חוג נתרי אז גם חוג טורי טיילור  𝑅הוכיחו כי אם  (10 ⊆ 𝑅⟦𝑥⟧ התבוננו בסדרה של ,

 .𝑥𝑛 -המתחלקים ב 𝐼של איברי  𝑎𝑛המורכבים מהמקדמים  𝑅אידאלים של 


