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 טיומקין איליה : ההמרצ

,𝐼1 -ו חוג 𝑅  ויהי (1 … , 𝐼𝑛 ⊆ 𝑅  .כיהוכיחו אידאלים 

⊕אז  𝑖הוא חוג נתרי לכל  𝑅/𝐼𝑖אם  .א 𝑅/𝐼𝑖  הוא מודול נתרי מעל𝑅. 
∩אם  .ב 𝐼𝑖 =  הוא חוג נתרי. 𝑅אז  {0}

יורדת של תת מודולים מתייצבת,  אם ורק אם כל שרשרת ארטיני 𝑀 -שומרים א מודול.-𝑀 𝑅 -ו חוג 𝑅 ויהי :גדרהה

𝑀כלומר אם  ⊇ 𝑀1 ⊇ 𝑀2 ⊇ 𝑘כך שלכל  𝑛אז קיים  ⋯ ≥ 𝑛  מתקיים𝑀𝑘 = 𝑀𝑛.  שחוג אומרים𝑅  אם ורק  ארטיניהוא

 הוא מודול ארטיני מעל עצמו.אם 

,𝑀 ,חוג 𝑅 ויהי (2 𝑁, 𝐾, 𝑀1, … , 𝑀𝑛 𝑅-0 -ים ומודול → 𝐾 → 𝑀 → 𝑁 →  כיהוכיחו  .ק"סמ 0

 .בר מינימלי ביחס להכלהמכילה אי 𝑀ארטיני אם ורק אם כל קבוצה לא ריקה של תת מודולים של  𝑀 .א

,𝐾 ארטיני אם ורק אם 𝑀 .ב 𝑁 יים.ארטינ 

⊕אם ורק אם  𝑖ארטיני לכל  𝑀𝑖 .ג 𝑀𝑖 .ארטיני 

רטיני הוא מזה שכל אידאל ראשוני בחוג אהסיקו שדה.  𝑅אם ורק אם תחום שלמות  𝑅כי ארטיני. הוכיחו  חוג 𝑅יהי  (3

 אידאל מקסימלי.

מראים שבחוג ארטיני יש  להוכיח את המשפטבשביל ) חוג ארטיני הוא בהכרח נתריכל שאומר  Akizukiמשפט  :הערה

נתרי אבל לא הוא חוג  ℤאינו נכון, למשל ההפך  .(מודול נתרישלו הוא הרדיקאל שאידאלים מקסימליים ומספר סופי של 

 .(בספר של אלטמן וקליימן 16.25בתרגיל ראו דוגמה ) נתרימודול ן, לא כל מודול ארטיני הוא כו מכארטיני. 

𝑆שלמה מעל  𝑅[𝑥] כי האלגברההוכיחו חוג.  𝑅יהי  (4 = 𝑅[𝑥2] . לכל𝑓 ∈ 𝑅[𝑥]  מצאו𝑔 ∈ 𝑆[𝑌]  כך שמתוקן- 

𝑔(𝑓) = 0. 

𝑅תהי  (5 ⊆ 𝑆  הכלה של חוגים, ויהיו𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆  שלמים מעל𝑅  המקיימים משוואות𝑥2 = 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑦2 = 𝑐𝑦 + 𝑑 .

,𝑓מצאו  𝑔 ∈ 𝑅[𝑍]  כך שמתוקנים- 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑔(𝑥𝑦) = 0. 

 , כלומר שווה לנורמליזציה שלו.נורמלי 𝑅הוא חוג פריקות יחידה אז  𝑅כי אם הוכיחו  (6

𝑅של הנורמליזציה  כיכיחו הו (7 = ℂ[𝑥, 𝑦]/(𝑦2 − 𝑥2 − 𝑥3) הוא חוג הפולינומים ב- 
𝑦

𝑥
 . 

𝑑 יהי (8 ∈ ℤ  כי הוכיחו . 1לא מתחלק באף ריבוע שלם שאינו  שלם ללא גורמים ראשוניים כפולים, כלומרמספר

ℤ הוא ℚ[√𝑑] -ב ℤהסגור השלם של  + ℤ𝛼  כאשר𝛼 = {
1+√𝑑

2
, 𝑑 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 4)

√𝑑   , אחרת
 . 

𝐺כלומר נתון הומומורפיזם  ,𝑅הפועלת על סופית חבורה  𝐺חוג ותהי  𝑅יהי  (9 → 𝐴𝑢𝑡(𝑅).  את קבוצת נגדיר

𝑅𝐺 י"עטים האינווריאנ ≔ {𝑥 ∈ 𝑅|𝑔(𝑥) = 𝑥 ∀𝑔 ∈ 𝐺} . כיהוכיחו 

 .𝑅הוא תת חוג של  𝑅𝐺 .א

𝑎לכל  הראו כי :רמז. לגברה שלמהא-𝑅𝐺הוא  𝑅 .ב ∈ 𝑅  המקדמים של∏ (𝑋 − 𝑔(𝑎))𝑔∈𝐺 שייכים ל- 𝑅𝐺. 

-𝐾יא ה 𝑅שדה,  𝐾אם  :Emmy Noetherמ להוכיח את המשפט הבא של "ע Artin-Tateבמשפט עזרו יה .ג

 .נוצרת סופיתאלגברה -𝐾היא  𝑅𝐺אז  𝑅הפועלת על סופית חבורה  𝐺 -נוצרת סופית ואלגברה 

,𝑅1 אלגבראות-𝑅נתונות  (11 … , 𝑅𝑛  שלמות מעל𝑅.  כי הוכיחו∏𝑅𝑖  שלמה מעל𝑅. 

 


