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 הטבע למדעי הפקולטה
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 קומוטטיבית אלגברהמבוא ל
 טיומקין איליה : ההמרצ

𝑎לכל  . הוכיחו כיראשוני 𝑝 יהי (1 ∈ 𝔽𝑝  האלגברה𝔽𝑝[𝑥, 𝑦]/(𝑥𝑝𝑦 − 𝑥𝑦𝑝)  התת  מעלנוצרת סופית כמודול אינה

𝔽𝑝[𝑥 אלגברה − 𝑎𝑦]. 

 שלו.  סגור אלגברי 𝐾 -שדה ו 𝑘יהי  (2
𝐼יהיו  .א ⊆ 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑚] ל ואידא- 𝐽 ⊆ 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑚]  האידאל הנוצר ע"י𝐼 הוכיחו כי .𝐼 = 𝐽 ∩ 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑚] .

 .𝑘 מעלאז יש לה גם פתרון  𝐾 מעליש פתרון  𝑘  -אם למערכת משואות לינאריות עם מקדמים בכי הראו  רמז:

,𝑓1יהיו  .ב … , 𝑓𝑛, 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑚]  פולינומים כך שלכל𝑥 ∈ 𝐾𝑚  מתקיים: אם∀𝑖 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑔(𝑥)אז  0 = 0 .

,ℎ1הוכיחו כי קיימים  … , ℎ𝑛 ∈ 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑚] ו- 𝑁 ∈ ℕ כך ש- 𝑔𝑁 = ∑ ℎ𝑖𝑓𝑖𝑖 האם טענה דומה נכונה גם אם .

𝑥נדרוש רק שלכל  ∈ 𝑘𝑚  מתקיים: אם∀𝑖 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑔(𝑥)אז  0 = 0? 

det(: הוכיחו כי Vandermonde) דהדטרמיננטת ונדרמונ (3 (
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) = ∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝑖>𝑗. 

,𝑣1יהיו  (4 … , 𝑣𝑟 ∈ ℤ𝑛 ⊂ ℝ𝑛 הוכיחו כי קיים וקטור .𝑤 ∈ ℤ𝑛 כך ש- 𝑤 ⋅ 𝑒1 = 𝑤 -ו 1 ⋅ 𝑣𝑖 ≠ 1לכל  0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 ,

𝑢כאשר  ⋅ 𝑢′  מסמן את המכפלה הסקלרית הסטנדרטית של𝑢′ ו- 𝑢 ב- ℝ𝑛. 

𝐼1 -אלגברה נוצרת סופית ו-𝑅 𝑘 שדה, 𝑘 יהיוגרסה החזקה של למת נתר: נסו להוכיח את ה (5 ⊊ 𝐼2 ⊊ ⋯ ⊊ 𝐼𝑟 ⊊ 𝑅 

𝑆אלגברה של פולינומים -. אז קיימת תת𝑅 -שרשרת של אידאלים ב = 𝑘[𝑡1, … , 𝑡𝑛] ⊆ 𝑅  שכך- 𝑅  היא𝑆- מודול

1נוצר סופית ובנוסף לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  1קיים ≤ 𝑛𝑖 ≤ 𝑛 כך ש- 𝐼𝑖 ∩ 𝑆 = (𝑡1, … , 𝑡𝑛𝑖
). 

𝑅הי ת (6 ⊆ 𝑆  ויהי  יםחוגהרחבה שלמה של𝐼 ⊂ 𝑅 וכיחו כי . האידאל𝐼𝑆 ∩ 𝑅 ⊆ √𝐼. טענה דומה נכונה גם אם ה

 יננטלי.מרוהיעזרו בטריק הדט 𝑅נוצרת סופית כמודול מעל  𝑆 -התחילו מהמקרה ש רמז: ?להרחבות לא שלמות

𝑥2) יהי (7 − 𝑦7, 𝑥4 − 𝑥2𝑦5) ⊆ ℂ[𝑥, 𝑦] מצאו את  .אידאל𝑉(𝐼) ו- √𝐼. 

𝐼 -שדה סגור אלגברית ו 𝑘יהיו  (8 ⊂ 𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ל. בנו התאמה טבעית חח"ע ועל ביןאידא 𝑉(𝐼)  לבין

𝑆𝑝𝑒𝑐𝑚(𝑘[𝑥1, … , 𝑥𝑛]/𝐼). 

מן וקליימן טבספר של אל של משפט האפסים של הילברט "החזקה עוד יותר"ה הגרס הוכחה שלאת הקראו  (9

 .או נסו להוכיח בעצמכם (15.6משפט )

 


