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 הטבע למדעי הפקולטה
 למתמטיקה ההמחלק

 קומוטטיבית אלגברהמבוא ל
 טיומקין איליה : ההמרצ

 חשבו את הלוקליזציות הבאות (1

 כאשר 𝑆−1𝑅 .א

i) 𝑅 = ℂ[𝑥], 𝑆 = {𝑓|𝑓(1)𝑓(0) ≠ 0}; 

ii) 𝑅 = ℤ/𝑛ℤ, 𝑆 = {1,𝑚,𝑚2,𝑚3, … }; 

iii) 𝑅 = ℤ × ℂ[𝑥, 𝑦] ו- 𝑆 ;היא קבוצת כל האיברים שאינם מחלקי אפס 

 כאשר 𝑆−1𝑀 .ב

i) 𝑅 = ℤ ,𝑆 = {1,2,22, 23, … } ,𝑀 = ℤ/𝑛ℤ; 

ii) 𝑅 = ℤ ,𝑆 = ℤ ∖ {0} ,𝑀 =⊕𝑛>0 ℤ/𝑛ℤ; 

iii) 𝑅 = ℤ ,𝑆 = ℤ ∖ {0} ,𝑀 = ∏𝑛>0ℤ/𝑛ℤ. 

𝑆חוג,  𝑅 ויהי (2 ⊆ 𝑅 קבוצה כפלית ו- 𝜙:𝑅 → 𝑆−1𝑅  כיההומומורפיזם הטבעי. הוכיחו 

𝜙(𝑆) .א ⊆ (𝑆−1𝑅)×; 

𝜓:𝑅אם )התכונה האוניברסלית של הלוקליזציה(  .ב → 𝑅′  הומומורפיזם של חוגים עבורו𝜓(𝑆) ⊆ (𝑅′)×  אז קיים

:𝛼ויחיד הומומורפיזם  𝑆−1𝑅 → 𝑅′ כך ש- 𝜓 = 𝛼 ∘ 𝜙; 

𝑇אם  .ג ⊆ 𝑆−1𝑅 קבוצה כפלית ו- 𝑆 ⊆ 𝑈 = 𝜙−1(𝑇)  אז𝑈−1𝑅 = 𝑇−1𝑆−1𝑅 בפרט, אם .𝔭 ⊆ 𝔮 ⊂ 𝑅  אידאלים

𝑅𝔭ראשוניים אז  = (𝑅𝔮)𝔭𝑅𝔮
. 

,𝑆 -חוג ו 𝑅יהיו  (3 𝑇 ⊆ 𝑅  קבוצות כפליות כך שלכל𝑥 ∈ 𝑆, 𝑦 ∈ 𝑇  קיים𝑛  עבורו𝑦𝑛 ∈ 𝑆, 𝑥𝑛 ∈ 𝑇. קיים  הוכיחו כי

𝑓. בפרט לכל 𝑇−1𝑅לבין  𝑆−1𝑅איזומורפיזם טבעי בין  ∈ 𝑅  מתקיים𝑅𝑓 = 𝑅𝑓𝑛. 

𝑆 -חוג ו 𝑅יהיו  (4 ⊆ 𝑅 הוכיחו כיקבוצה כפלית . 𝑆−1𝑅 = 𝑆אם"ם  0 ∩ 𝑁𝑖𝑙(𝑅) ≠ ∅. 

ℤהוכיחו כי כל חוג ביניים  (5 ⊆ 𝑅 ⊆ ℚ  הוא לוקליזציה שלℤ.  

𝑅 והיי (6 ⊆ 𝑅′  והרחבה שלמה של חוגים- 𝑆 ⊆ 𝑅   קבוצה כפלית. הוכיחו כי𝑆−1𝑅 ⊆ 𝑆−1𝑅′ רחבה שלמה. ה 

𝐾תחום שלמות,  𝑅יהיו  (7 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝑅) ,𝐿/𝐾 הרחבה סופית של שדות ו- 𝑅′  הסגור השלם של𝑅 ב- 𝐿 הוכיחו כי.

𝐿 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝑅′). 

𝑆חוג,  𝑅יהיו  (8 ⊆ 𝑅 קבוצה כפלית ו- 𝑀 𝑅-מודול. הוכיחו כי 

𝑠:𝑀מודול אם"ם -𝑆−1𝑅יש מבנה טבעי של   𝑀על  .א → 𝑀  הפיך לכל𝑠 ∈ 𝑆; 

𝑠:𝑀אם  .ב → 𝑀  הפיך לכל𝑠 ∈ 𝑆  אז𝑆−1𝑀 = 𝑀; 

𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁)מתקיים:  𝑁מודול -𝑆−1𝑅)התכונה האוניברסלית(: לכל  .ג = 𝐻𝑜𝑚𝑆−1𝑅(𝑆
−1𝑀,𝑁). 

𝑅יהיו  (9 ⊆ 𝑅′  תחומי שלמות. נניח כי𝑅′  הוא𝑅- אלגברה נוצרת סופית והמימד של𝐹𝑟𝑎𝑐(𝑅′)  מעל𝐹𝑟𝑎𝑐(𝑅)  הוא

𝑓סופי. הוכיחו כי קיים  ∈ 𝑅 כך ש- 𝑅𝑓
 מודול נוצרת סופית. -𝑅𝑓הוא  ′

𝑆חוג,  𝑅יהיו  (11 ⊆ 𝑅 קבוצה כפלית ו- 𝑀,𝑁 𝑅-הוכיחו כייםמודול . 

,𝑚1נוצר סופית,  𝑀אם  .א … ,𝑚𝑛 ∈ 𝑀 כאלה ש- 
𝑚1

1
, … ,

𝑚𝑛

1
∈ 𝑆−1𝑀  יוצרים את𝑆−1𝑀  כמודול מעל𝑆−1𝑅  אז

𝑓קיים  ∈ 𝑆 כך ש- 
𝑚1

1
, … ,

𝑚𝑛

1
∈ 𝑀𝑓  יוצרים את𝑀𝑓  כמודול מעל𝑅𝑓. 

𝑓אז קיים  𝑛מודול חופשי מדרגה -𝑆−1𝑅הוא  𝑆−1𝑀 -מיוצג סופית ו 𝑀אם  .ב ∈ 𝑆 כך ש- 𝑀𝑓  הוא𝑅𝑓- מודול

 .𝑛חופשי מדרגה 

,𝑆−1𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀ההומומורפיזם הטבעי  .ג 𝑁) → 𝐻𝑜𝑚𝑆−1𝑅(𝑆
−1𝑀, 𝑆−1𝑁)  הוא חח"ע )איזומורפיזם( אם𝑀  נוצר

מיוצגים \איזומורפיזם עבור מודולים שאינם נוצרים סופית\סופית )מיוצג סופית(. חשבו על דוגמה נגדית לחח"ע

 סופית.

 


