
 5 מתוך 1עמוד 

  1 הסתברותתורת 
201-10131  

  
   פתרונות.7תרגול  

  

~),() א (.1 baUX i ⇐ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<≤
−
−

<

=

bt

bta
ab
at

at

tF
iX

,1

,

,0

)max,,...,(יהי. )( 21 nXXXY ידוע כי  ,=

)(...)()()(
21

tFtFtFtF
nXXXY n ולכן  =⋅⋅⋅

XY tFtF )]([)(
1

=  , 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥

<≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

<

=

bt

bta
ab
at

at

tF
n

Y

,1

,

,0

)(.  

bt למעט R∈t והנגזרת שלה קיימת ורציפה בכל נקודה R רציפה על כל tFY)(פונקציה  =,at מכאן נובע כי . =

:   ′tFY)(  לנגזרת  זההYמ " של מtfY)(פונקציית הצפיפות 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−=′=

−

],[,0

],[,)()(

1

bat

bat
ab
at

ab
n

tFtf

n

YY.  

)min,,...,(יהי ) ב 21 nXXXZ )(1)1)(()1)((...)1)((ידוע כי  . =
21

tFtFtFtF
nXXXZ  ולכן  =−−⋅−⋅⋅−

n
XZ tFtF )](1[1)(

1
מכאן . =−−

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥

<≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−

<

=

bt

bta
ab
tb

at

tF
n

Z

,1

,1

,0

)(.  

)(tFZ רציפה על כל Rלה קיימת ורציפה בכל נקודה  והנגזרת שR∈t למעט bt =,at מכאן . =

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−=′=

−

],[,0

],[)()(

1

bat

bat
ab
tb

ab
n

tFtf

n

ZZ.  

  

~)(. 1  חוזרים על הפתרון של השאלה .2 λExpX i ⇐  
⎩
⎨
⎧

≥−
<

= − 0,1
00

)(
te
t

tF tX i λ  

n) א: ( נקבל1לה  בסימונים של שא
XY tFtF )]([)(

1
=  ⇐  

  
⎩
⎨
⎧

≥−
<

= − 0,)1(
00

)(
te
t

tF ntY λ  
⎩
⎨
⎧

≥−
<

=′= −−− 0,)1(
00

)()( 1 teen
t

tFtf nttYY λλλ
n) ב. (

XZ tFtF )](1[1)(
1

−−=  

   

⇐ 
⎩
⎨
⎧

≥−
<

= − 0,1
00

)(
te
t

tF ntZ λ   ,
⎩
⎨
⎧

≥
<

=′= − 0,
00

)()(
ten
t

tFtf ntZZ λλ
~)(רואים שאם .  ( λExpX i  ו-  

nXXX ,...,, )min,,...,(~)(אז ,  בלתי תלויים21 21 λnExpXXXZ n=(.  
  
)max,(.   Y≡0: 1 בהסתברות 0מ המקבל ערך " מY-נסמן ב) א(. 3 YXX =+⇐   

)()()()()( tFtFtFtFtF YYXX
⋅=⋅=+        .

⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0,1
0,0

)(
t
t

tFY לכן 
⎩
⎨
⎧

≥
<

=+ 0),(
0,0

)(
ttF
t

tF
X

  

)max,() ב( YXX −=−⇐ )()()( )( tFtFtF YXX
⋅= −−.   



 5 מתוך 2עמוד 

))((1}{1}{}{)()(
−

− −−=−<−=−≥=−≤−= tFtXPtXPtXPtF X. מכאן

⎩
⎨
⎧

≥−−
<

= −− 0),)((1
0,0

)(
ttF
t

tF
X

.  

~)2,2()א  (.5   −UX ⇐ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<≤−
+

−<

=

2,1

22,
4

2
2,0

)(

t

tt
t

tFX    .
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<<
≤

==
2/3||,2

2/3||1,1
1|||,|

)(
X
X
XX

XgY.  

  
x  ,2)(0∋−]2,2[עבור  ≤≤ xg .⇐ 20 ≤≤Y . 0לכן לכל<t  0)( =tFY 2 ולכל≥t   1)( =tFY . אם

20 <≤ t,  

10): 1(במקרה  <≤ t   נקבל 
24

2)()(}{}{)( tttFtFtXtPtYPtF XXY ==−−=≤≤−=≤=;  

21): 2(במקרה  <≤ t   נקבל 
4
3)2/3()2/3(}2/32/3{}{)( =−−=≤≤−=≤= XXY FFXPtYPtF . מכאן  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
<≤
<≤

<

=

2,1
21,4/3
10,2/

0,0

)(

t
t
tt

t

tF Y
20) ב.    ( ≤≤Y ⇐ 40 ≤≤ Z, 0 לכן עבור<t  0)( =tFZ ולכל 

4≥t 1)( =tFZ  . 40עבור <≤ t  

 
⎩
⎨
⎧

<≤
<≤

=
⎩
⎨
⎧

<≤
<≤

==≤=≤=
41,4/3
10,2/

21,4/3
10,2/)(}{}{)( 2

t
tt

t
tttFtYPtYPtF YZ.

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
<≤
<≤

<

=

41
414/3
102/

00

)(

t
t
tt

t

tF Z

  

  

6. 
2/1

1
4
12/1

2/1
2/11

2
1

2/1
2/12/1

2
1

2/1
1

2
1

21
1)(

+
⋅+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++

⋅=
+
+

⋅=
+
+

==
xxx

x
x
x

x
xxgy,  

xgy)(פונקציה  ,  ערכים חיוביים1 רציף ומקבל בהסתברות Xמ  "מ יורדת ממש עם נגזרת רציפה כאשר  =
0≥x ,  לכן)(XgY yf)(נמצא את פונקציית הצפיפות שלו .  מ רציף"גם משתנה מ  = Y . 0כאשר≥x הפונקציה 
 )(xgy )(y  0∌)1,2/1[ ולכן  עבור  )1,2/1[  מקבלת ערכים בקטע  = =yf Y . לפי  המשפט על צפיפות של

)())((|)(| y∋)1,2/1[עבור , מ"טרנספורמציה של  מ yhyhfyf XY נמצא את הפונקציה ההפוכה .  =⋅′

)()( 1 ygyhx - וy∋)1,2/1[ אם:  ==−
x
xy

21
1
+
+

=  ⇐ 
12

1)(
−
−

==
y

yyhx     .2)12(
1)(
−

−=′=
y

yhx 

x

y = g(x) 

2

2

1 3/2-1-3/2-2

  (2) 

t

t

t-t

  (1) 



 5 מתוך 3עמוד 

x -ו
X exf λλ 2מכאן. x≤0 כאשר )(=−

12
1

)12(
1|)(|))(()(
−

⋅=′⋅= −
−

−

y
eyhyhfyf y

y

XY

λ
λ1,2/1[  לכל(∈y 

 -ו
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<<
−=

−
−

else

ye
yyf

y
y

Y

,0

15.0
)12()(

12
1

2

λλ.  

  
7.   21)( XXgY )(21פונקציה  , x∋−]1,1[ ערכים 1 רציף ומקבל בהסתברות Xמ  "מ.  ==− xxgy −==  

XgY)(לכן  . ממש למקוטעין עם נגזרת רציפהמונוטונית  נמצא את פונקציית הצפיפות שלו . מ רציף" גם משתנה מ=
)(yf Y . 1,1[כאשר[−∈x הפונקציה  )(xgy )(y  0∌]1,0[ ולכן  לכל  ]1,0[  מקבלת ערכים בקטע  = =yf Y .

)(21אם  xxgy −== ⇐ ,1)()( 1
111 yygyhx −=== − ,  

,1)()( 1
222 yygyhx −−===   y∋]1,0[עבור . −

  

y

y
y

y
yyhyhfyf

i
iiXY

−
=

=
−

⋅+−−+
−

−⋅+−=′⋅=∑
=

12
1

12
12/)11(

12
12/)11(|)(|))(()(

2

1  

  
8  . )4,4(~ −UX  ,ו- XXgY sin)( פונקציה  , −]4,4[ רציף ומקבל ערכים בקטע Xמ  "מ.  ==
xxgy sin)( XgY)(לכן  . מונוטונית ממש למקוטעין עם נגזרת רציפה ==   נמצא את. יףמ רצ" גם משתנה מ=

x

y = g(x) 

1

0-1

     y 

x1 = h1(y) 1x2 = h2 (y) 

x

y = g(x) 

1

0-1/2

y 

     1/2 

x = h(y) 



 5 מתוך 4עמוד 

yf)(פונקציית הצפיפות שלו  Y .  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

xxgy  הפונקציה x∋−]4,4[כאשר  sin)(   y∌−]1,1[ ולכן  עבור  −]1,1[  מקבלת ערכים בקטע  ==
0)( =yf Y. נפתור את המשוואהxxgy sin)( ==:  
4sin1אם ) 1( <≤− y ,  נקבלyygyhx arcsin)()( 1

111 === −, yygyhx arcsin)()( 1
222 −−=== − π;  

)4sin(1אם ) 2( ≤<− y ,  נקבלyygyhx arcsin)()( 1
111 === − , yygyhx arcsin)()( 1

222 −=== − π;  
)4sin(4sinאם ) 3( ≤≤− y,נקבל  yygyhx arcsin)()( 1

111 === −,yygyhx arcsin)()( 1
222 −−=== − π,  

yygyhx arcsin)()( 1
333 −=== − π.  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−∈−

−∈−

−∈−

=′⋅= ∑
))4sin(,4(sin,183

)1),4(sin(,141
)4sin,1(,141

|)(|))(()(
2

2

2

yy
yy
yy

yhyhfyf
i

iiXY0 - ו)( =yf Y  1,1[  עבור[−∉y  .  

  
  , "הפקידה עסוקה עם לקוח הקודם= "3A, "קפההפקידה שותה  =  "2A, "הפקידה פנויה= "1Aיהיו .  9

4A " =ארבעת המאורעות". הפקידה מפטפטת בטלפון iA)  4,3,2,1=i  ( זרים זה לזה והאיחוד שלהם הוא כל מרחב

ii.   הדגם pAP 1- ו)(=
4

1
=∑

=i
ip.מ " מ- נסמן בX זמן המתנה של הלקוח עד לקבלה אצל הפקידה  ונשתמש 

   :  בנוסחת ההסתברות השלמה

i
i

Xi
i

ii
i

i ptFAPtXPAPAtXPtXPtF
i

⋅=≤=≤=≤= ∑∑∑
===

4

1

4

1

4

1

)()(}{)(}/{}{)(,  

01כאשר  ≡Xהפקידה פנויה: שון זמן המתנה של הלקוח במקרה הרא ,
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0,1
0,0

)(
1 t

t
tFX .432מ  "המ ,, XXX 

   ⇐אחידים 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<≤

<

=

30,1

300,
30

0,0

)(
2

t

tt
t

tFX ,
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<≤

<

=

20,1

200,
20

0,0

)(
3

t

tt
t

tFX,
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<≤

<

=

40,1

400,
40

0,0

)(
4

t

tt
t

tFX .  

tF)(מציבים פונקציות ההתפלגות 
iXבנוסחה  i

i
X ptFtF

i
⋅=∑

=

4

1
הסכום המשוקלל של פונקציות ההתפלגות ( )()(

)(tF
iX עם המשקלים ip (ומקבלים :  

-π π

sin (-4)

sin 4

4
-4

                  y = sin x

x



 5 מתוך 5עמוד 

  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥
<≤+++
<≤+++
<≤+++
<

=

40,1
4030,40/
3020,120/)34(

200,120/)364(
0,0

)(

4231

4231

4321

t
ttpppp
tpptpp

tppptp
t

tF  


