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   .תשובותיכםהוכיחו ונמקו  נקודות. 34הבאות. כל שאלה שווה  השאלות 4מתוך  3על  ענו

  .100 יהיה הסופי ציונו יותר או נקודות 100 שיצבור מי. 102 הוא במבחן המקסימאלי הניקוד

  .1שאלה 
כדורים  3-כדורים כחולים, ו 3כדורים אדומים,   3כדורים:  9מהו מספר הסידורים של א) )  נק' 17(

  כדורים סמוכים באותו צבע. 3 הם איןב וירוקים. מהו מספר הסידורים של כדורים אל
  הדחה.הה ואפשר להשתמש בשיטת ההכל  רמז

, כחול, משלושה צבעים: אדום של כדוריםn הסידורים באורך  שזהו מספר naאת מצאו ) ב נק') 17(

  .סמוכים כדוריםכחול של -אדום ואדום-שלא מכילים זוגות אדום ירוק
  

1  'בו נסמן עיי  א)  .פתרון 2 3, ,α α α   :1את התנאים הבאיםa - כדורים אדומים  3קיימים ידור הנ''ל בס

סמוכים.,
2a  ו םכדורים כחולים סמוכי 3  קיימיםבסידור הנ''ל -

3a כדורים ירוכים   3 קיימים בסידור הנ''ל

1.  צריך למצא מוכים 2 3( )N a aα נקבל:ההכלה והפרדה .  לפי עקרון  
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1נקבל כי  כתוצאה מכך         2 3
9! 7! 5!

( ) 3 3 6
3!3!3! 3!3! 3!

N a aα = − + −.   

  

1naיש  ב) 1na-ו כחולחילים בכדור שמתn סידורים באורך  −   שמתחילים בכדור ירוקn סידורים באורך  −

2naויש  את כל  מקיימיםשn ירוק ואין סידורים אחרים באורך -אדוםשמתחילים בזוג n סידורים באורך  −

1התנאים של השאלה. לכן  22n n na a a− −= + ,1 3a = ,2 9 2 7a = − 0לכן  = 2 12 7 6 1a a a= − = − =.  

2הפתרונות של המשוואה  2 1x x− 1הם  − 1-ו +2 1)ולכן  −2 2) (1 2)n n
na α β= + + −  

α,נחשב  β  0מהמשוואות 1a α β= = -ו +

1 3 (1 2) (1 2) ( ) 2 1 ( ) 2a α β α β α β α β= = + + − = + + − = + )ולכן  − ) 2α β− =  

1)לכן  2) / 2α = 1)- ו + 2) / 2β = 1. נקבל תשובה − 1(1 2) / 2 (1 2) / 2n n
na + += + + −  

 . 2שאלה 
)  פסוקהעבור הקנונית  דיסיונקטיבית נורמאליתה צורהאת המצאו  א) נק') 12( )A B C→ →.  

} קשריםהמערכת בפסוק לא קיים  ) הוכיחו כיב  נק') 11( },  ∨ A- שקול לוגית לה ∧ B→.  



פסוק  הדיסיונקטיבית נורמאלית מינימאלית עבור מצאו צורה  ג)  נק') 11(
( ) ( ) ( ) ( )Y Z X Y Z Y Z X Y Z∧¬ ∨ ¬ ∧¬ ∧ ∨ ¬ ∧¬ ∨ ∧ ∧  

  אפשר להשתמש במפות קרנו.  רמז
  

   פסוק ידי-אמת על תבהוכחה של משפט הצגת של פונקציה אמת הצגנו פונקציי. א) פתרון
  ידי שלישיה-הקנונית. נסמן השמה בשלושה משתנים על דיסיונקטיבית נורמאליתה בצורה
)וגמה השלישיה לד , , )T T F  מסמנת השמהs  :הבאה( ) ( ) ,  ( )s A s B T s C F= = =.  

(( ) , )Val A B C s T→ → )אם ורק אם  = )s C T=  או(( ), )Val A B s F→                    . לכן=
(( ) , )Val A B C s T→ → )} אם ורק אם = , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )}s T F F T T T T F T F T T F F T∈  

)  פסוקהעבור הקנונית  דיסיונקטיבית נורמאליתה צורההלכן  )A B C→   היא →
( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B C A B C A B C A B C A B C∧¬ ∧¬ ∨ ∧ ∧ ∨ ∧¬ ∧ ∨ ¬ ∧ ∧ ∨ ¬ ∧¬ ∧  

  
}הכתוב במערכת  ϕנוכיח באינדוקציה על אורך הפסוק, שכל פסוק  ב) },∨  Fמקבל ערך  ∧

  לכל המשתנים בפסוק. Fהנותנת ערך  gבהשמה 
Aϕבסיס האינדוקציה:  ) פסוק אטומי והטענה מתקיימת = , ) ( )Val s s A Fϕ = =.  

}הכתוב במערכת  n- מאורך קטן מ ϕהנחת האינדוקציה: לכל פסוק  },∨ מתקיים  ∧

( , )val g Fϕ   לכל המשתנים הפסוקיים. Fההשמה הנותנת ערך  gעבור  =

}הכתוב במערכת  nפסוק מאורך  ϕצעד האינדוקציה: יהא  },∨   מקרים. 2. אז יש ∧

1 .ϕ ψ λ= ), אז מהנחת האינדוקציה ∨ , ) ( , )val g F val gψ λ= , ומכאן: =
( , ) ( ( , ), ( , )) ( , )val g t val g val g t F F Fϕ ψ λ∨ ∨= =   כנדרש. =

2 .ϕ ψ λ= ), אז מהנחת האינדוקציה ∧ , ) ( , )val g F val gψ λ= , ומכאן: =
( , ) ( ( , ), ( , )) ( , )val g t val g val g t F F Fϕ ψ λ∧ ∧= =   כנדרש. =

  
)-מכיוון ש , )val x y g T→ x- נקבל שאין פסוק שקול ל = y→  במערכת{ },∨ ∧.  

  
  .3שאלה 

)מתמטי המבנה ל Lמצאו פסוק בשפה  )א ; , )M A R=   שמגדיר כי Aעל  Rמקומי -דועם יחס  =
  ;A-לA-פונקציה מ אוה R היחס) 1א   נק') 3( 
bולכל  עלהיא פונקציה  R )2א   נק') 9(  A∈  מקורות. 2יש בדיוק  

)כאשר עבור  , )a b R∈  איברa  נקרא מקור לאיברb.  
  
  ויון. ושהוסימן  R מקומי- יחס דושפה המכילה סימן  Lתהא  ב)   נק') 11( 

  שנכון באחד מהם ולא נכון בשני. וק זוג מהמבנים הבאים מצאו פס לכל     
               1 2 3( , ),   ( , ),   ( ( ), )M Q M N M P N= ≤ = ≤ = ⊆. 

  הוכיחו כי  ג)   
) במבנה הגדיר 3-מתחלקים בכל המספרים ה תקבוצ  )1ג     נק') 6(  , )M N= + .  

)2 במבנה הגדירזוגיים -האיכל המספרים  תקבוצ )2ג     נק') 5(   , ,0)M N=   כאשר ≡

2aמוגדר ע"י  ≡2 b≡  אם ורק אם( )a b− 2(שקילות מודולו  2- מתחלק ב .(  
  

  פתרון.                 
) )1א )( )(( , ) ) ( )( )( )((( , ) ( , ) ) )func a b a b R a b c a b R a c R b cα = ∀ ∃ ∈ ∧ ∀ ∀ ∀ ∈ ∧ ∈ → =  

1 )2א ( )( )(( , ) )b a a b Rα = ∀ ∃ bז"א לכל  עלפונקציה  ∋ A∈ .יש לפחות מקור אחד  

2 ( )( )( )(( , ) ( , ) ) ( ( ))b a c a b R a c R b cα = ∀ ∃ ∃ ∈ ∧ ∈ ∧ ¬ bטוען כי לכל  = A∈  מקורות. 2יש לפחות  

3 ( )( )( )( )(( , ) ( , ) ) (( , ) ( ))b a c d a b R c b R d b R d a d cα = ∀ ∃ ∃ ∀ ∈ ∧ ∈ ∧ ∈ → = ∨ bטוען כי לכל  = A∈ 
  מקורות. 2-מיש לא יותר 



2אזי הפסוק הוא:  3funcϕ α α α= ∧ ∧  

  אפשר לא לכתוב (מיותר). 1αלכן פסוק  1αגורר לוגית פסוק  2α פסוק. 1הערה 
  דוגמאל .למשתנה שלא מופיע בנוסחהכל משתנה קשור ניתן להחליף . 2הערה 

( )( )(( , ) ) ( )( )( )((( , ) ( , ) ) )func a b a b R t s c t s R t c R s cα = ∀ ∃ ∈ ∧ ∀ ∀ ∀ ∈ ∧ ∈ → =  

  
min נתבונן בנוסחות  ב) ( ) ( )( ( , ) )x y y x R x yϕ = ∀ ∈ → =  ,max ( ) ( )( ( , ) )x y x y R x yϕ = ∀ ∈ → =   

)min נתבונן בפסוקים   ) ( )b bα ϕ= ∃        ,max( ) ( )a aβ ϕ= ∃  

  αלא מספק את  1Mאבל  αמספקים את  3Mוגם מבנה  2Mמבנה 

  βלא מספק את  2Mאבל  βמספק את  3Mמבנה 

    
)נוסחה)  1ג ) ( )( )x y y y y xφ ≡ ∃ + +   .3-קבוצת כל המספרים המתחלקים ב M-ב ירהמגד =
  
)2 נוסחה)  2ג  ) ( 0)x xφ ≡¬   זוגיים-קבוצת כל המספרים האי M-מגדירה ב ≡

  
  

  .4שאלה 
A{0} אתהא) )  נק' 17( Z= באופן הבא  Sיחס  A. נגדיר על 0קבוצה המספרים השלמים בלי  −

( 0  )
4

a b
aSb ab Z

−
⇔ > ∧ a,עבור כל  ∋ b A∈.  

  יחס שקילות. S) הוכיחו כי 1א ) נק' 6(   
  .−3ר מספה ה אתמכילה Sשקילות של המחלקת  את ) מצאו2א  ) נק' 5( 

A/מנה האיברים בקבוצת ה) מצאו את מספר 3א ) נק' 6(   S )|SA.(  

  אין כדורים לבנים סמוכים.שכדורים לבנים כך  7- כדורים שחורים ו 20בכמה אופנים ניתן לסדר  )ב נק') 17( 

)ז.א.,  Sיחסית היחס שקילות   −3 -שקול לbנניח כי  )2א  .פתרון 3)bS .  אזי −
3

4

b
n Z

+
= ∈  

3- ו                0b− 0b, ז.א.   < 3. אזי נקבל כי > 4 , 0, 1, 2,...b n n= − + = −   כתוצאה מכך    .−

               { }3 3 4 : 0, 1, 2,...S n n− = − + = − −  

              .  
  ) קבוצת המנה מכילה מחלקות השקילות הבאות:         3א           

  

{ } { } { } { }1 1 2 24 1: , 4 1: , 4 2 : , 4 2 :n n N n n N n n N n n NS S S S
− −= + ∈ = − − ∈ = + ∈ = − − ∈

{ } { }3 34 3: , 4 3 :n n N n n NS S
+ +−= + ∈ = − − ∈,{ }4 4 :n n NS

+= }- ו ∋ }4 4 :n n NS
+− = − ∈ 

{ }0,1, 2,.....N }-וכאשר  = }\ 0N N+ =  

  
  משום שבכל סידור של הכדורים מהבעיה שלנו אין כדורים לבנים סמוכים אנחנו יכולים  )ב

  מקומות שנמצאים 21-כדורים לבנים ב 7את הבעיה באופן הבא: צריך למקם מחדש לנסח    
  הראשון גם מקום בשמאל מהכדור שחור (כאן אנחנו לוקחים בחשבון כדורים שחורים 20בין   

-ובימין מהקדור שחור האחרון). אזי מספר אפשרויות לעשות את זה שווה ל  
21

7

 
 
 

.  

  

  !בהצלחה 


