
  
  

  גוריון בנגב-אוניברסיטת בן  
  מדור בחינות     

  
  6.12.7  תאריך הבחינה:        
, ר. ליפיאנסקימשביצקי ג.        שם המרצה:        
  מבוא למתמטיקה         מבחן ב:                                   

  דיסקרטית                                                                                                                  
      16201196    מס' קורס:            
  אמועד:    אסמ':     ו"עתש               שנה:            
    שעות 3    משך הבחינה:                        
   מצורף דף נוסחאות    חומר עזר:            

  
  הוכיחו ונמקו תשובותיכם.  ודות.נק 34כל שאלה שווה השאלות הבאות.  4-השאלות בדיוק מ 3על  ענו

  .100 יהיה הסופי ציונו יותר או נקודות 100 שיצבור מי. 102 הוא במבחן המקסימאלי הניקוד

  . 0מכילה את  םיימספרים הטבעשל הNקבוצת 
  

  .1שאלה 
  שכל אחד מקבל לפחותילדים כך  3תפוזים בין  4- תפוחים ו 6חלק ל ניתןבכמה אופנים  א)נק')  12(
  תפוזים. 4ואף אחד לא מקבל  תפוח אחד  
1השיוויון - לאי יםכמה יש פתרונות טבעי) ב)  נק' 11( 2 3 10x x x+ + את התנאים  יםשמקיימ >

1 2 34, 4, 4x x x≤ ≤ ≤.  

לבנות משבצות ידי - על ×2n בגודלחם שזהו מספר הדרכים בהן ניתן לרצף מת naמצאו את  ג)נק')  11(

1דלובג דל וכמשבצות בג ×12דל ואפשר להשתמש במשבצות בג( ×12 דלובג ושחורות ותצהובמשבצות ו ×1
1 2×(   .  

  
,3,2,1 בואו נסמן ע''י) א פתרון.   =ixi מספר תפוחים שמקבל ילד ה- i אז נקבל את .  

    המשוואה            
                                 3,2,1,1,6321 =≥=++ ixxxx i  

3,2,1,1 ע''יבואו נסמן                =−= ixz ii .אז נגיע למשוואה:  

                                       3,2,1,0,3321 =≥=++ izzzz i  

  :xf)(בטבעיים נבנה  את הפונקציה יוצרת  "ללמציאת מספר פתרונות של המשוואה  הנ  
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10-שווה ל xf)(-ב3xהמקדם של        
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,3,2,1בואו נסמן ע''י   =iyi מספר תפוזים שמקבל ילד ה-i .אז נגיע למשוואה:  

                                  3,2,1,4,4321 =<=++ iyyyy i.  
  :xg)(יים נבנה את הפונקציה יוצרת בטבע "ללמציאת מספר פתרונות של המשוואה הנ 
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123-שווה ל xg)(-ב4yשל 
2

6
=−








1201210. לפי עקרון הכפל התשובה לבעיה שלנו היא  =× .  

  בואו נתבונן  במשוואה   ב) פתרון. 

                                                       (*)104321 =+++ xxxx  

0,4,4,4 כאשר   4321 >≤≤≤ xxxx.  קל לראות כי קיימת ההתקה על וחח''ע  בין קבוצת פתרונות

פונקציה בואו נרכיב . (*)קבוצת פתרונות בטבעיים של המשוואה  וביןמכורי שוויון -בטבעיים של  אי

  :בטבעיים (*) למציאת מספר פתרונות של המשוואה xϕ)(יוצרת 
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-. המקדם הזה  שווה לxϕ)(-ב 10xים  שווה למקדם של בטבעי (*) אזי מספר פתרונות של המשוואה 
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מהבעיה שלנו. משבצות ידי -על n×2מספר אפשרויות לרצף מתחם בגודל  naנסמן עיי'.ג) פתרון.

21מתקיים יחס רקורסיה: naנקבל  שעבור  83 −− += nnn aaa  17,3כאשר 21 == aa  ריצוף שמתקבלת)
1 במשבצת בגודל ×12ביחס של מרצפת אחרת בגודל  ×12ע''י הזזה של מרצפת בגודל  אנחנו לא  ×1

012בון). אזי לוקחים בחש 83 aaa +=.  

10נובע כי מכאן  =a 0832. משוואה אופיינית עבור היחס רקורסיה הקודמת היא =−− λλ.  
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  . 2שאלה 
A,במשתנים  יםכפסוקXכל מצאו א) נק') 12( Bכך ש-( ) (( ) ( ))B X B A A C→ ⇔ ∨ → ∨ .  

} קשריםהמערכת בפסוק לא קיים  הוכיחו כי )בק')  נ 11( },  ∨ A- השקול לוגית ל ∧ B↔.  

    פסוקהמצאו צורה דיסיונקטיבית נורמאלית מינימאלית עבור  ג)  נק') 11( 
( ) ( ) ( ) ( )Y Z X Y Z Y Z X Y Z∧ ∨ ∧¬ ∧¬ ∨ ¬ ∧ ∨ ¬ ∧ ∧¬  

  אפשר להשתמש במפות קרנו.  :רמז
  -כך ש במשתנים  את כל הפסוקים מצאו  א) פתרון.

  נבנה טבלת אמת:

        
        
        

        
        

        
        

        
        

  
  .אפשרויות עבור  ולכן ישנן  יכול לקבל   3,4,7,8בכל אחת מהשורות 

  :להלן שתי דוגמאות עבור 
  

 
 

 . -השקול לוגית ל הוכיחו כי לא קיים פסוק במערכת הקשרים ב) 

  נעזר בטבלת אמת:

     
     
     
     
     

  
מקבלים ערך  וגם  , מתקיים שגם מקבלים ערך  וגם  נשים לב כי בהשמה שבה גם 

  .מקבל ערך  . לעומת זאת, באותה השמה מתקיים שדווקא 
  לכן ננסח את הטענה הבאה:

לכל המשתנים הפסוקיים מתקיים  שנותנת  , אז עבור השמה פסוק במערכת  : נניח טענה
.  

  ההוכחה היא באינדוקציה על אורך הפסוק:
 ., ולכן משתנה פסוקי, אז  אם  •

, ונניח שהטענה נכונה לכל פסוק שאורכו קטן 1-שאורכו גדול מ פסוק במערכת  יהי  •

 .מאורכו של 

 עצמו. נראה שהטענה נכונה גם עבור  •

הם בעצמם פסוקים  , כאשר או  , ולכן פסוק במערכת  

  . במערכת 

  .לכל המשתנים הפסוקיים בפסוק  השמה שנותנת ערך  תהי 

o  י הנחת . לכן לפהם פסוקים במערכת   - ו , אז אם

 .וגם  האינדוקציה מתקיים: 



  ., כלומר לכן גם 

o  לכן לפי הנחת הם פסוקים במערכת   - ו , אז אם .

, ם . לכן גוגם  האינדוקציה מתקיים: 

 .כלומר 

  ., ולכן היא נכונה לכל פסוק במערכת לכן הטענה נכונה עבור 

  לכל המשתנים הפסוקיים. השמה שנותנת ערך  , ותהי פסוק במערכת  יהי 

  .. לכן לכל המשתנים הפסוקיים, בפרט:  נותנת ערך  
  ., ולכן מצד שני, לפי הטענה מתקיים 

 מצאו צורה דיסיונקטיבית נורמלית מינימלית עבור הפסוק  .א
   

   נעזר במפת קרנו:

     

1 1  1  

1  1 1  

  
  

  לכן הצורה הדיסיונקטיבית הנורמלית המינימלית היא:

  

  
  .3שאלה 

  שמגדיר כי Rמקומי -עם יחס דו  מבנה מתמטי ל Lמצאו פסוק בשפה  )א
  סדר חלקי.הוא יחס  R) 1א   נק') 3( 
איברים מקסימליים, איבר  2יש בדיוק  בקבוצה סדורה חלקית  )2א   נק') 9( 

  מינימום ואם להוריד את איבר המינימום הזה מהקבוצה אז יש איבר מינימום בקבוצת איברים נשארים.
  ן. יווסימן של שיוו Rמקומי -יחס דושפה המכילה סימן  Lתהא  ב) נק')   11( 

  שנכון באחד מהם ולא נכון בשני. לכל זוג מהמבנים הבאים מצאו פסוק       
          1 2 2 3( , ),   ( , ),   ( , )M Z M Z M Z Q= = = ≡ 2כאשר  ,= 2( , )x y Q x y∈ ⇔ =  

  הוכיחו כי  ג)
) במבנה הגדיר ∅קבוצה ריקה   )1ג     נק') 3( ( ); )M P N= ⊆.  

) גדיר במבנה ⊇ מקומי- דו היחס )2ג     נק') 4( ( ); )M P N= ∩.  

)מקומי - היחס תלת )3ג     נק') 4( , , )D D x y z= גדיר במבנה ( ( ); )M P N= כאשר ⊇

( , , )x y z D x y z∈ ⇔ ∩ =  

 פסוק )1א פתרון.

1 ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )x xRx x y xRy yRx x y a b c aRb bRc aRcϕ ≡ ∀ ∧ ∀ ∀ ∧ → = ∧ ∀ ∀ ∀ ∧ מגדיר כי       →

R סדר חלקי.א יחס הו  

maxידי -מקסימלי  מוגדר על איבר )2א ( ) ( )( )x y xRy y xα ≡ ∀ → =.                                                   

minידי -מינימום  מוגדר על איבר ( ) ( )( )x y xRyα ≡ ∀.  

2 פסוק max max max( )( )( ( ) ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))a b a b a b c c c a c bϕ α α α≡ ∃ ∃ ∧ ∧¬ = ∧ ∀ → = ∨ =                

  איברים מקסימליים. 2מגדיר כי יש בדיוק 



3 פסוק min( )( )( ( ) ( )( ( ) )a b a c c a bRcϕ α≡ ∃ ∃ ∧ ∀ ¬ = מגדיר כי יש איבר מינימום ואם להוריד את איבר   →

  המינימום הזה מהקבוצה אז יש איבר מינימום בקבוצת איברים נשארים.

1לכן  2 3ϕ ϕ ϕ ϕ≡ ∧   הוא פסוק הנדרש. ∧

  

1היחסים בכל אחד ממבנים  )ב   2 3, ,M M M הוא יחס שקילות יחיד שהוא          = הם יחסים שקילות. יחס

). אבל פסוק הבא עוד יותר 1מסעיף א 1ϕגם אנטי סימטרי (וגם יחס סדר חלקי) ולכן אפשר להשתמש בפסוק 

1 - פשוט  ( )( )( )a b aRb a bψ ≡ ∀ ∀ →   .3M- ולא נכון ב 2M- ולא נכון ב 1M-נכון ב 1ψפסוק  =

יש  3M- מחלקות שקילות וב 2יש רק  2M-אפשר להשתמש לדוגמא בעובדה שב 3M- ו 2Mלהבדיל בין  כדי

2חלקות שקילות ולכן הפסוק אין סף מ ( )( )( )( )a b c aRb aRc cRbψ ≡ ∃ ∃ ∃ ¬ ∧¬                3M- נכון ב ¬∧

  .2M-ולא נכון ב

  

)ידי - מוגדרת על ∅קבוצה ריקה  )1ג   ) ( )( )x y x yϕ∅ ≡ ∀   מוכלת בכל קבוצה. ∅כי רק  ⊇

)ידי -מוגדר על ⊇מקומי -היחס דו )2ג    , ) ( )x y x y xϕ⊆ ≡ ∩   .⊇ושל  ∩לפי הגדרה של  =

)מקומי - היחס תלת )3ג   , , )D D x y z= ידי -מוגדר על

( , , ) ( ( )( ))D x y z z x z y u u x u y u zϕ ≡ ⊆ ∧ ⊆ ∧ ∀ ⊆ ∧ ⊆ → x- מפני ש ⊇ y z∩  zאם ורק אם  =

  .yושל  xקבוצה הכי גדולה בין כל תתי קבוצות משותפות של 

      .4שאלה 

1למערכת משוואות:   יש פתרונות טבעייםכמה  א)נק')   12( 2 3 4

1 2 3 4 5 6

10

15

x x x x

x x x x x x

+ + + =


+ + + + + =
  

) איה )ב ; , )M Z F= ) ,שלמיםקבוצת מספרים ה Zמבנה מתמטי כאשר  = ) 2F x x=  הוכיחו כי  
)גדיר במבנה  0) 1ב נק') 5( ;  , )M Z F= = .  
) גדיר במבנה ≡2מקומי -היחס דו) 2ב נק') 6( ;  , )M Z F= =   

2a(תזכורת  b≡  שני המספרים אם,a b זוגיים)-זוגיים או שניהם אי  
  
minקדקודים שמקיים תנאי הבא:  20גרף עם הוכיחו כי  )ג  נק') 11( deg( ) 10v G v∈ ≥   

  )  הוא בהכרח קשיר.שכנים לא כולל קדקוד עצמו 10(ז"א לכל קדקוד יש לפחות 

  שקולה למערכת מכוריתהיא ש (*)בור למערכת עבואו נ )א פתרון.

                                              (*)
5

10

65

4321




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=+++

xx

xxxx
  

  נה של מערכת נבנה  את הפונקציהשל המשוואה הראשובטבעיים למציאת מספר פתרונות   
  :xf)(יוצרת    
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של המערכת נבנה את הפונקציה יוצרת  הואה השניישל המשובטבעיים למציאת מספר פתרונות 
)(xg:  
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6- שווה ל xg)(- ב 5xהמקדם של 
1

6
=




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
 . לפי עקרון הכפל התשובה לבעיה שלנו היא

17166286 =×.  
  . הוכיחו:-קבוצת המספרים השלמים ו מבנה מתמטי כאשר  יהא  )ב

  גדיר במבנה  0. 1ב
  . לכן נרשום את הנוסחה:הוא היחיד שעבורו מתקיים  

  
זוגיים או  אם שני המספרים  , כאשר גדיר במבנה  מקומי -. היחס הדו2ב

  זוגיים- שניהם אי
  . 2רק כאשר שני האיברים שמציבים בה הם שקולים מודולו  נרצה לרשום נוסחה שתחזיר 

  זוגיים:-לכן נרשום נוסחה בשני משתנים שאומרת ששניהם זוגיים או שניהם אי

  
  כאשר:

  
  

  
)גרף  )ג   , )V EΓ ,1נקרא קשיר אם קיים מסלול  = ,..., ,ka c c b  קדקודים  2בין כל,a b V∈  ז"א

1 1 2, ,..., kac c c c b E∈ .  
  

a,נתבונן בקדקודים   .1שיטה  b V∈ אם .,a b נתבונן בקבוצה םם אז קיים מסלול ביניהשכני .A   
A . אם bשכנים של  10של  B, ובקבוצה aשכנים של  10של  B∩ אז בשני קבוצות האלה  ∅=

a,ביחד עם  b קדקודים לכן קיים  20קדקודים. בגרף הנתון יש רק  22ש יc A B∈ ולכן קיים מסלול  ∩
, ,a c b  בין קדקודים,a b V∈.  

  
a,קשירות ואם נניח בשלילה שגרף הזה לא קשיר. לכן קיימים מחלקות  .2שיטה  b V∈  שייכים

abשונים זה מזה אז  ות קשירותמחלקל E∉ במחלקת קשירות הכי קטנה .A      יש לא יותר  
aקדקודים ואם  10-מ A∈ שכנים שייכים ל 9- אז לא יותר מ -Aשכנים שייך  10-ולכן לפחות אחד מ  

). קיבלנו סתירה להנחה ולכן גרף A-נה מלמחלקת קשירות שו , )V EΓ         קשיר. =
  

  
  

  !בהצלחה 
  
  


