
חשבון וקטורי להנדסת חשמל -   9 דף תרגילים          
             

 המשטח בקואורדינטות קרטזיות וקבע איזו צורהמשוואת כתבונתון משטח בצורה פרמטרית. .1
גיאומטרית מייצגת המשוואה.

r א)  (u , v )=(u cosv , u 2 , u sinv rב)  ( (u , v )=(v cosu , √25−v 2 , v sinu )

r ג)  (u , v )=(v , u 2+v 2 , u r           ד) ( (z ,θ)=(2√z cosθ , 3√z sinθ , z )

rה) (ϕ1 ,ϕ2)=((R 2+R 1sin(ϕ1))cos (ϕ2) ,(R 2+R 1sin(ϕ1))sin (ϕ2) ,R 1cos(ϕ1))

ϕ1     כאשר ,ϕ2∈[0,2π Rוגם [ 2>R . המשטח הזה נקרא טורוס.1

rמצאו את משואת מישור המשיק למשטח.2 (u , v )=(sin (u +v ) , e u−v ,(uv )3/2)

u=vבנקודה =π
4.

S={zא) נניח שהמשטח הינו גרף של פונקציה.3 =z (x , y ) ,(x , y )∈D⊂ℝ2} תהי .fפונקציה 

∬. הוכיחו:Sרציפה על 
S

f dS =∬
D

f (x , y , z (x , y ))√1+( ∂z
∂x )

2
+( ∂ z
∂y )

2
dx dy.

S={(rב) נניח שהמשטח נתון בקואורדינטות גליליות  cos(ϕ) , r sin(ϕ) , z (r ,ϕ)) ,(r ,ϕ)∈D }.
.  הוכיחו:S פונקציה רציפה על fתהי 

∬
S

f dS =∬
D

f (x (r ,ϕ) , y ( r ,ϕ) , z (r ,ϕ))√r 2+(∂ z
∂ϕ )

2
+r 2(∂ z

∂r )
2
dr d ϕ

S={rג)נניח שהמשטח נתון בקואורדינטות כדוריות  =r (ϕ ,θ) ,(ϕ ,θ)∈D . קבלו נוסחה דומה.{
S={rה1ד)נניח שהמשטח הוא חלק של טורוס משאלה  =r (ϕ1 ,ϕ2) ,(ϕ1 ,ϕ2)∈D . קבלו את{

∬הנוסחה 
S

f dS =∬
D

f (x (ϕ1 ,ϕ2) , y (ϕ1 ,ϕ2) , z (ϕ1 ,ϕ2))(R 2+R 1sin(ϕ1))R 1d ϕ1d ϕ2

          ה) חשבו את שטח של המשטחים הבאים:

            ii  {x 2+y 2+z 2=a 2 , x 2

a 2
+ z 2

b 2
≤1,0<b≤a }  . i ה1. טורוס משאלה

∬         ו) חשבו 
S

(x 2+y 2)dS כשארS היא מעטפת של הגוף √(x 2+y 2)≤z≤1.

x}         ז)חשבו את המסה של כליפה  2+y 2+z 2=1 ,−1
2
≤z ≤ √3

2,
x ≤y בעלת צפיפות משטחית בכל{

.xy           נקודה השווה למרחק מהנקודה למישור 

חשבו שטח פנים של הצורות הבאות:.4
z≥0 א) חלק של המשטח  =2−x 2−y 2.

zב) חלק של המשטח   =√x 2+y x) החסום ע"י הגליל 2 −1
2)

2
+y 2=1

4
,

x√ ג) מעטפת של הגוף החסום ע"י 2+y 2≤z ≤√1−x 2−y 2.

Fא) נתון שדה וקטורי.5 :ℝ3→ℝ3נניח שהמשטח הינו גרף של פונקציה.
S={z =z (x , y ) ,(x , y )∈D⊂ℝ2 N, והנורמל פונה כלפי מעלה,{ z . הוכיחו כי0<

∬
S

F⃗ d⃗S =∬
D |F x F y F z

1 0
∂ z
∂x

0 1
∂ z
∂y

|dx dy



S={rב)נניח שהמשטח הוא חלק של ספירה  =R=const , (ϕ ,θ)∈D והנורמל פונה כלפי חוץ.{
F   נניח שהשדה הינו מהצורה  =f ⋅⃗rכאשרr⃗ =(x , y , z ). 

∬   הוכיחו כי   
S

F⃗ d⃗S =∬
D

f R 3sin(θ)d ϕ d θ. 
S={rג)ננח שהמשטח הוא חלק של גליל =const ,(ϕ , z )∈D והנורמל פונה כלפי חוץ.{

∬              הוכיחו כי
S

F⃗ d⃗S =∬
D

(F x⋅x +F y⋅y )d ϕdz .

:Sדרך המשטח F⃗חשבו את השטף של שדה וקטורי .6
F⃗ א)  =(4 x ,−2y 2 , z x החלק החיצוני של הגליל Sו- (2 2+ y z≥0הסגור בין 4=2 ≤3.
F⃗ ב)  =(3x , 4y ,−z x שפה של התחום הסגור Sו- ( 2+ y 2≤z ≤√x 2+ y הצד החיצוני.2
F⃗ ג)  =(−2x +y 2+z−1,3x 2+y −z , z x צד חיצוני של הכדורSו- ( 2+y 2+z 2=4R 2

.2R≤z≤√2R√−      החסום בין המישורים  

Cיהיה .7 2⊇F ,G :ℝ3→ℝ3-וC 2⊇f :ℝ3→ℝ:הוכיחו ,
divא) (F ±G )=div (F )±div (G rot  ב)( (F ±G )=rot (F )±rot (G div    ג)( (rot (F ))=0

rot           ד) (grad(f div  ה)0=(( (grad(f ))=Δ f =( ∂2

∂x 2
+ ∂2

∂y 2
+ ∂2

∂ z 2)f(ו    grad(f 2)=2 f grad (f )

∯ חשבו .8
S

(x −y + z )dydz + (y −z + x )dzdx + (z−x + y )dydx

 S חלק חיצוני של המשטח הסגור הנתון ע"י -∣x −y + z∣+∣y −z + x∣+∣z−x + y∣=1.

∮חשבו את האינטגרל המסילתי.9
L

F⃗ d⃗r:
F⃗א)  =(3x +2y , z −y 2 , x x  קו חתיוך: Lכאשר (1+ 2+y 2+z 2=a2 , x +y +z=0

.(10,10,10)      בכיוון חיובי כאשר מסתכלים מנקודה 
F⃗) ב =(x −y , x −z , y −x x  קו חתיוך: Lכאשר ( 2+y 2=1 , x +z=1

∞) בכיוון חיובי אם מסתכלים מנקודה        , 0,0).
F⃗) ג =(yz , 3xz , 2 xy   נתונה בצורה פרמטרית: Lכאשר (

     x =t cos t , y =t sint , z=t 2 ,0≤t≤2π מהנקודהO עד הנקודה (,0,0,0)
     A(2π , 0,4 π2).

r⃗נסמן.10 =(x , y , z rכאשר ( =√x 2+ y 2+ z 2

F⃗נגדיר שדה וקטורי  = r⃗

r Vבתחום 3 ={(x , y , z ,) :1≤x 2+y 2+z 2≤4 }   

.Vשדה משמר בתחום F⃗        א) הוכיחו כי
∇        ב) הוכיחו כי  F⃗ =0.

∮        ג) חשבו 
L

F⃗ d⃗r כאשרLקו חיתוך בין הכדור  x 2+ y 2+ z z ו-3=2 =x + y.
 ,Sדרך צד חיצוני של המשטח הסגור F⃗ד) חשבו את השטף של שדה וקטורי         

.(0,0,0) – מעטפת הגוף שאינו מכיל את הנקודהS            כאשר
 חלק עליון של אליפסויד     Sכאשר F⃗) חשבו את השטף של שדה וקטורי         ה

            x 2+ 10y 2+100 z עם כיוון הנורמל כלפי מעלה.1000=2



rנתונה מסילה סגורה.11 : [0,1 ]→ℝ3-כך שr (0)=r (1).
 שנמצא במישורS מקיפה את התחום המישורי rנניח שהמסילה

cosα x + cosβy + cos γz =pנסמן ,vol 2(S )=B.
cosα , cosβ , cos γ קוסינוסי כיוון של הנומל למשטח-Sכאשר cosα2+cosβ2+cosγ2=1.

∮ חשבו 
r ∣ dx dy dz

cosα cosβ cos γ
x y z .   r . בחרו כיוון של∣

  חשבו את האינטגרלים הבאים:.12

F⃗א) חשבו את שטף השדה  =ln(y 2+z 2+1) i⃗ + e x

z 2+1
j⃗ +(x −y −1)k⃗דרך המשטח  

S={0≤z =√x 2+y 2≤1 Nעם הנורמל חיצוני,{ z≤0.
F⃗ב) יהיה  =(0 , x rot. חשבו את שטף של השדה(1,0+ (F⃗ , דרך המשטח(

S={x 2+y 2+z 2=4 , z עם הנורמל החיצוני.{2√−≤

∯ג) חשבו
x 2+y 2+z 2=4

5xydxdy +4yzdydz −9xzdzdx

(x 2+y 2+z 2)2
עם הנורמל חיצוני. (רמז המכנה קבוע על

המשטח).

}=γא) יהי.13 x 2+y 2+z 2=2Rx
x 2+y 2=2rx , z r>0, כאשר {0< <Rהכיוון על המסילה חיובי אם מסתכלים .

0,0)מנקודה F⃗. חשבו את צירקולצית השדה (∞, =(y 2+z 2 , z 2+x 2 , x 2+y .γלאורך (2

γ={xב) עבור העקומה 10+y 100+z 1000=2000
x −y +z =0 ∮חשבו את האינטגרל{

γ

ydz −zdy

y 2+z 2.

(בחרו כיוון), 

14.Ω⊆ℝ3 התחום החסום ע"י משטח חלק וסגור -∂Ω.
Cא) הראו כי אם 2⊇f :Ω→ℝהרמונית (כלומר-  Δ f ∯אזי מתקיים: ) ,0=

∂Ω

D n f ds =0

Dכאשר  n fנגזרת כיוונית של-f-בכיוון הנורמל החיצוני ל∂Ωבנקודה x ∈∂Ω.
C ב) הראו כי אם 2⊇f :Ω→ℝ-הרמונית  ו-  f (x xלכל0=( ∈∂Ω אזיf בתוך0=

f. רמז: השתמשו במשפט גאוס עבור שדה Ωהתחום ∇ f.

הוכיחו את הטענה או הפריכו באמצאות דוגמה נגדית..15

F⃗א) יהי  :ℝ3→ℝ3 -שדה וקטורי חלק. נניח ש-
∂F 1

∂x 1

+
∂F 2

∂x 2

+
∂F 3

∂ x 3

=0, 

∯אזי 
S

F⃗⋅n⃗ ds=0 לכל ספירהS ⊆ℝ3.

Sב) תהי  ⊆ℝ3 ספירת היחידה שמרכזה בראשית, אזי∯
S

(x + y + z )⋅ds=0

Uתהי ג)  ⊆ℝ3 -פתוחה ו-C 2∋f :U →ℝ נגדיר .C 1∋F⃗ :ℝ3→ℝ3שדה וקטורי חלק 
F⃗בצורה  =∇ f אזי ,∇⋅(∇×F⃗ )=0


