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 10אתגר 
 

 :מימדי-𝑛נתבונן בכדור ה מספר חיובי.  𝑅יהי באתגר זה תגלו מספר תכונות מפתיעות של כדורים במימדים גבוהים. 

𝐵(𝑛, 𝑅) = {𝑋 ∈ ℝ𝑛|‖𝑋‖ ≤ 𝑅} 

 הוכיחו כי (1

,𝑣𝑜𝑙𝑛(𝐵(𝑛 (א 𝑅)) = 𝑅𝑛𝑣𝑜𝑙𝑛(𝐵(𝑛, 𝜖לכל הסיקו מזה ש ;((1 > ך תוא בהכלו 𝑅 וסברדישל הכדור  ז הנפחאחו ,0

𝑅 וסכדור ברדי − 𝜖 כאשר  סשואף לאפ𝑛 נסמן  .שואף לאינסוף𝑉𝑛 ≔ 𝑣𝑜𝑙𝑛(𝐵(𝑛, 1)) 

𝑉𝑛+1 (ב = ∫ (1 − 𝑡2)𝑛/2𝑑𝑡
1

−1
⋅ 𝑉𝑛 היעזרו בנוסחת נסיגה ע"מ להוכיח כי .lim

𝑛→∞
𝑉𝑛 = רמז: מבלי לחשב את . 0

0מספיק גדול,  𝑛האינטגרל, הראו כי לכל  < ∫ (1 − 𝑡2)𝑛/2𝑑𝑡
1

−1
<

1

2
; 

𝜖לכל  (ג > ,𝐵(𝑛אחוז הנפח בכדור  ,0 𝑅)  הכלוא בין−𝜖 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝜖  כאשר  100% -שואף ל𝑛 .שואף לאינסוף 

יבת ז בסבכבו גם מתרוורכדור תרכז ליד פני ההנפח של הכדור מ רובים במימדים גבוהש ,' וג' מראיםהסעיפים א :ערהה

 .ההמשוו תוספר

 עזרת האינטגרציה בחלקים הוכיחו כיב (2

∫ (1 − 𝑡2)𝑛/2𝑑𝑡
1

−1

= 𝑛(∫ (1 − 𝑡2)𝑛−2/2𝑑𝑡
1

−1

−∫ (1 − 𝑡2)𝑛/2𝑑𝑡
1

−1

) 

∫והסיקו מזה את הנוסחאות עבור  (1 − 𝑡2)𝑚𝑑𝑡
1

−1
∫ -ו   (1 − 𝑡2)2𝑚+1/2𝑑𝑡

1

−1
בעזרת הנוסחאו  .טבעי  𝑚לכל   

,𝑉1שמצאתם, חישבו את  𝑉2, 𝑉3, 𝑉4, 𝑉5. 

 הוכיחו את הנוסחאות הבאות עבור הנפח של כדור: (3

𝑣𝑜𝑙𝑛+2(𝐵(𝑛 (א + 2, 𝑅)) =
2𝜋𝑅2

𝑛+2
𝑣𝑜𝑙𝑛(𝐵(𝑛, 𝑅)); 

,𝑣𝑜𝑙2𝑚(𝐵(2𝑚 (ב 𝑅)) =
𝜋𝑚

𝑚!
𝑅2𝑚; 

𝑣𝑜𝑙2𝑚+1(𝐵(2𝑚 (ג + 1, 𝑅)) =
2(𝑚!)(4𝜋)𝑚𝜋𝑚

(2𝑚+1)!
𝑅2𝑚+1; 

 


