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 תרגילים נוספים
∫ חישבו את האינטגרלים הבאים (1 𝑓(𝑋)𝑑𝑛𝑋

𝐷
 :כאשר 

𝐷 (א = [−1,1]4 ⊂ ℝ4 קוביה ו- 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) = 1 + 𝑦 sin 𝑥 + 𝑧 − 𝑒𝑤; 

𝐷 (ב ⊂ ℝ2 1ורדיוס  (1,1)בעל המרכז בנקודה קצרה של המעגל הקשת התחום החסום ע"י שני הצירים ווא הה 

,𝑓(𝑥 -ו לשני הצירים ההמשיק 𝑦) =
1

√2−𝑥
; 

𝐷 (ג ⊂ ℝ2  (1,0)הוא המשולש המלא בעל הקדקודים, (0,1), ,𝑓(𝑥 -ו (1,1) 𝑦) = sin(𝑦2) + sin(𝑥2); 

𝐷 (ד ⊂ ℝ3  התחום החסום ע"י הוא𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑧, 𝑧 = ,𝑓(𝑥 -ו 2 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2; 

𝐷 (ה ⊂ ℝ3  התחום החסום ע"י הוא𝑥2 + 4𝑦2 + 9𝑧2 = ,𝑓(𝑥 -ו 1 𝑦, 𝑧) = √1 − 𝑥2 − 4𝑦2 − 9𝑧2. 

𝑎יהי  (2 >  שטחים והנפחים הבאים:הפרמטר ממשי. חישבו את  0

𝑥2)השטח החסום ע"י  (א + 𝑦2)2 = 2𝑎2(𝑥2 − 𝑦2), 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 𝑎2; 

𝑧2הנפח החסום ע"י  (ב = 𝑥𝑦, 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2;  רמז: השתמשו בקואורדינטות גליליות. התשובה תכלול את האינטגרל

∫ √sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0
 אותו אין צורך לחשב. 

𝑥הנפח החסום ע"י  (ג = 0, 𝑧 = 𝑎 arctan
𝑦

𝑥
, 𝑧 = 0, √𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2 arctan

𝑦

𝑥
; 

𝑥2הנפח החסום ע"י  (ד + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑎𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑧2. 

,𝑥ה במישור של דיסקית אחיד מרכז המסהמצאו את  (3 𝑦 המסילה החסומה ע"י 𝑥 = 𝑡 − sin 𝑡 , 𝑦 = 1 − cos 𝑡  כאשר

0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 וציר ה- 𝑦. 

𝐷נתבונן בפירמידה  (4 = {𝑋 ∈ ℝ𝑛|0 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ ⋯ ≤ 𝑥𝑛 ≤ :𝑓 . הוכיחו כי לכל פונקציה רציפה{1 [0,1] → ℝ 

∫מתקיים:  ∏ 𝑓(𝑥𝑖)𝑛
𝑖=1 𝑑𝑥1 … 𝑑𝑥𝑛𝐷

=
1

𝑛!
(∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

1

0
)

𝑛
 מידה.ראת נפח הפי חשב. היעזרו בנוסחה ע"מ ל 

𝐷הוכיחו את משפט הערך הממוצע האינטגרלי: תהינה  (5 ⊂ ℝ𝑛 קבוצה קומפקטית בעלת נפח ו- 𝑓: 𝐷 → ℝ  פונקציה

𝑃קשירה מסילתית אז קיימת נקודה   𝐷רציפה והקבוצה   𝑓אינטגרבילית. אם הפונקציה  ∈ 𝐷   עבורה

∫ 𝑓(𝑋)𝑑𝑛𝑋 = 𝑓(𝑃) ⋅ 𝑣𝑜𝑙𝑛(𝐷)
𝐷

שיבותן של הנחת הקשירות . ע"י מציאת דוגמאות מתאימות, המחישו את ח

 והנחת הרציפות. האם לדעתכם הנחת הקומפקטיות הכרחית גם היא )אין צורך לנמק(?
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